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A M. MONGE, 



MEMBRE DE L'INSTITUT. 



CH. DUPIN. 



Mon illustre maît&e, 



Je vous dédie mon premier Ouvrage dans un genre oà 
je dois tout à vos leçons; vos encouragements m* ont engagé 
dans la carrière aplanie par vos travaux; vos avis, vos 
suffrages ont soutenu mes premiers pas , et fai pensé 
qu'avoir obtenu de vos mains la plus simple palme, c'était 
avoir remporté déjà un noble prix. 

a 



\ 



r 



Dans les trop longi^es .çgnTléi^ qu^jl m^a yallu passer en 
des contrées presque barbares ^et si loin de mon pays y après 
ce qui tient aux affections de la nature , ce que je regrettais 
le plus , c'était V amitié de ces hommes illustres , dont les 
préceptes bienveillants m' Repaient au^^deesus de moi-même , 
et dont la présence était pour mon courage un aiguillon qui, 
chaque jour, ranimait mes foives facilement épuisées. 

Cependant, nudgrérifiTnenseinteroaJlequi nous séparait, 
fêtais encore en présence de vous et de vos pairs; je char- 
mais ma solitude en vous soumettant en idée mes travaux; je 
songeais à ce qu'ils devaient être pour mériter V approbaiix>n 
de semblables juges , et , plein d^une ardeur toujours 
nouvelle, j'espérais que le temps et la répétition continue des 
mêmes efforts , rendraient enfin mes faibles ébauches moins 
indignes de vous être présentées. 

Vous m'apprendrez si mes vœux et mes espérances rC étaient 
pas seulement une heureuse chimère , ou si les modèles qui 
fixaient incessaminentm^ regarda, tiwàpa^Hhàussè quel- 
ques traits de ces copies, ou de ces imitations. Que si votre 
réponse et dès -lors la décision du public ne m'étaient pas 
entièrement défavorables , c'est à vous-même que j'en rappor- 
terais r/ionneur; et je vous dirais, comme cet ancien à son 
mécène et son ami , 

Quod spiro et placeo y si placée ^ tuum est. 
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PRÉFACE. 

Quoique cet ouvrage, divisé par Mémoires, semble annoncer 
plutôt des recherches scientifiques qu'un Traité élémentaire, 
cependant desi un Traité élémentùire sur la courbure deé 
surfaces. Nous avons mieua: aimé développer plus longue* 
ment beaucoup de parties, ^âr leur donnéï* plus de clarté.^ 
Le mérite de nos résultats en sera nafbins saillant. Mais notre 
méthode est plus utile; et si noUs rendons quelque service 
aux hommes à qui cet ^rit est spécialement destiné , aux 
Ingénieurs , nous aurons atteint notre but. 

Les progrès dé la science ne sont vraiment fructueux, que 
quand ils amènent aussi le progrès des Traités élémentaires ; 
c'est par ces écrits que les conceptions nouvelles, réservées 
d'abord au petit nombre des esprits Supérieurs, deviennent 
enfin des connaissances générales, et ramifient leurs bienfaits 
dans toutes les parties qui n'attendent qu'une application 
intelligente. 

/ Présentons rapidement quelques aperçus nécessaires à 
saisir pour bien entrer dans l'esprit de cet ouvrage. 

Les recherches qui font l'objet de ces Mémoires ont été 
commencées en i8o5, et continuées en 1806 et 1807. Plusieurs 
des résultats auxquels elles ont conduit leur auteur se trouvant 
consignés dans la Correspondance polytechnique. Quelques 
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savans en ont donné ensuite des démonstrations très-digne» 
d'être étudiées , et pareillement consignées dans cet écrit 
périodique. 

Long-temps après^ lorsque Fauteur eut conçu Fidée de 
rendre son ouvrage de quelque utilité pour les- élèves de 
rÉcole Polytechnique, ou des corps du Génie, il Fa recom- 
mencé entièrement , en cherchant à mettre plus d'ordre dans; 
sa marche , et plus de simpHcité dans un sujet toujours assex; 
compliqué par lui-même. 

Le principal objet de ces Mémoires est de développer la: 
théorie de la courbure des surfaces, et démontrera la fois 
par des applications nombreuses, prises, dans les travaux des 
Services Publics, et Futilité dont peut être cette, même théorie, 
et les moyen* généraux de s'en servir* 

On a donc divisé cet ouvrage en deux parties, la théorie 
et les applications. Cinq Mémoires sont consaorés à la théorie,: 
les trois premiers traitent de la courbure des sur&ces consi-^ 
dérée à partir d'un point unique, les deux autres considèrent 
cette courbure sur toute Fétendue des surfaces. Cette première 
partie que nous publions aujourd'huifcnrme un ouvragecomplet. 

On a constamutent séparé les deux méthodes de la Géo- 
métrie pure ou rationnelle et de la Géométrie analytique ; 
chacune d'elles peut parvenir aux mêmes résultats par les 
çioyens qui lui sont propres; chacune a ses inconvénients 
et ses avantages : il faut connaître les. uns et les autres pour 
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procéder dans tous les cas à la recherche de la vérité, par la 
Toie la plus convenable. 

Et d^ailleurs, si dans l'état actuel de la science, la Géométrie 
analytique semble avoir acquis une supériorité incontestable 
sur la Géométrie rationnelle, par la facilité et, en général, 
la rapidité de ses opérations ; les considérations de cette der- 
nière méthode ne sont pas moins nécessaires à quiconque veut 
descendre , des généralités de la science , aux applications 
usuelles des arts dont les travaux sont soumis à des lois 
mathématiques. Cette Géométrie est donc indispensable à 
tout Ingénieur. 

Voilà pourquoi dans le premier Mémoire et dans le qua- 
trième, avant de passer à la théorie analytique de la courbure 
des surfaces considérée d'abord à partir d'un seul point , et 
après sur toute l'étendue de ces surfaces , on a présenté par 
la simple Géométrie^ tous les principes auxquels l'analyse a dû 
conduire ensuite. Nous suivrons constanmient cette méthode. 

Nous conseillerons donc à tous ceux qui se destinent aux 
Services Publics, de ne pas se borner aux méthodes analyti- 
ques , sans craindre par là de faire un double emploi de leur 
temps en parvenant deux ibis aux mêmes résultats par deux 
routes différentes. Mais peut-être les analystes, beaucoup 
plus familiers avec les calculs qu'avec les considérations 
géométriques , feront - ils bien de comumenccr par lire les 
Mémoires d'analyse appliquée, dont on a, pour cette raison , 
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rendu la lecture indépendante des Mémoires de Géométrie 

pure, 

' ' La seconde partie est composée de quatre. Mémoires : ce 

«ont des applications des principes posés dans la première 

partie : 

. D'abord aux méthodes de la Géométrie descriptive ^ dans 

les questions où il s'agit de déterminer des grandeurs gra^ 

pbique^ qui dépendent d'éléments du second ofdre^ c'estrà-dire^ 

d'éléments de la courbure des lignes et des surfaces. 

. Ensuite à la stabilité des vaisseaux et à l'équilibre des 

corps flottants , en général ^ qu'on ramène à des considérations 

purenient géométriques ., au moyen des propriétés des centres 

de courbure des surfaces» 

Troisièmement à la question -des déblais et remblais déjà 
traitée par Monge^ mais dans le cas seulement où les routes 
doivent être constamment rectilignes : pous avons supposé 
les routes tracées sur des surfaces quelconques , et cherché 
les lois qu'elles doivent suivre dans cette hypothèse^ qui est 
à proprement parler le cas de la nature. 

Enfin à l'optique , en faisant voir que la démonstration 
des beaux principes découverts par Malus sur les surfaces 
formées par les rayons réfléchis et réfractés , sur les lieux 
des images^ etc. ^ peut se déduire immédiatement desprin-* 
cipes exposés dans la première partie de ces Développements. 

Peut-être aussi joindrons-nous à ces divers sujets une 
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exposition des principales méthodes qui œnstituent la théorie 
du Défilement Alors les Ingénieurs trouveraient réunis dan» 
un seul volume, les applications les plus importantes que 
la Géométrie fournit aux travaux qu'ils dirigent, 

^ Tel estie cadre dans lequel est circonscrit cet ouvrage. 

Si les circonstances nous permettent de recueillir les ma** 
tériaux que nous desirons , nous ferons précéder la seconde 
{Mutie par un Précis historique des travaiux fa^ts en Géométrie 
par les anciens élèves de l'École Polytechnique. Déjà plusieurs 
de ces élèves ont péri, la tradition de ce qui leur appartient 
dans le perfectionnement de la science se perd de jour en jour; 
et d'autres qu'eux , peut-être , recueilleraient injustement le 
fruit de leurs veilles. Nous nous croirons trop heureux si nous 
parvenons à rendre aux hommes qui ne sont plus , comme 
aux honmies qui sont encore , la justice qui leur est due. 

Avant de terminer ces notions préliminaires, nous croyons 
devoir témoigner toute notre reconnaissance aux Géomètres 
qui ont bien voulu nous accorder leurs conseils et quelquefois 
leurs encouragements , à Carnot, ce grand homme qu'il suffit 
de nommer, aux savants d'Italie et surtout à Paoli , qui nous 
ont éclairé sans paraître mettre de prix à leurs lumières, et qui 
croient que les beaux talents ne sont pas départis aux hommes 
supérieurs pour en accabler les hommes moins favorisés de 
la nature , mais pour leur faciliter une route toujours trop 
hérissée d'obstacles. 
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Enfin *nous n^oublierons pas non plus nos anciens cama- 
rades de FÉcole Polytechnique, nos chers amis Augoyat ^*^ et 
Marestier ^*% qui ont bien voulu relire nos manuscrits , ^n 
relever les inexactitudes, et nous faire retoucher les passages 
écrits d'une manière obscure ou peu rigoureuse. Loin de rougir 
de semblables services, nous éprouvons un vrai plaisir à 
les faire connaître, et nous voudrions que cet exemple, plus 
généralement suivi , rendit aussi les vrais aristarques et plus 
faciles et plus çonmiunst 



(^> Capitaine au Corps du Génie militaire et rim des fondateurs de rAcadémie 
Ionienne. 

C^ Ingénieur de la Marine française , ancien Chef de Diyision de l'École Pol}'^ 
ttedmi^e. 
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J\I . DupiN se propose de publier un ouvrage qui aura pour 
titre : Développements de Géométrie rationnelle et 
ANALYTIQUE , pour servir de suite aux Traités de Géométrie 
Descriptive et de Géométrie Analytique de M. Monge. 

Cet ouvrage sera le recueil de plusieurs Mémoires que 
Fauteur a composés sur des questions purement théoriques > 
et sur d'autres problêmes qui trouvent des applications utiles 
dans les arts , et particulièrement dans le service des Ingé- 
nieurs. Avant de le faire paraître, il désire que les diflFérenlei 

h 
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parties de son travail soient soumises au jugement de la Classe 
à laquelle il a présenté, dans une de ses dernières séances, 
trois de ses Mémoires qu'elle a renvoyés à notre examen • 
Les questions qu'il y a «traitées , sont relatives aux courbures 
•des surfaces. Son objet principal est de rendre cette théorie 
plus éUmerUaire , et surtout d!un usage plus facile dans les 
nombreuses explications dont elle est susceptible. Ce qu'il 
importe en effet , dans les arts , c'est de pouvoir ramener la 
solution des problèmes à des constructions graphiques faciles 
à exécuter, et c'est en cela que les procédés simples et uni- 
formes de la Géométrie Descriptive sont d'une si grande 
utilité à toutes les classes d'Ingénieurs. 

Dans le premier de ces trois Mémoires, M. Dupin rappelle 
tous les théorèmes connus sur la courbure des surfaces, et 
sur les contacts du second ordre. Il parvient à les démontrer 
par àes considérations géométriques, et sans aucun calcul. 
H y ajoute ensuite d'autres théorèmes qu'il a découverts , 
et qui sont pour la plupart remarquables par la simplicité de 
leurs énoncés. 

Les cercles osculateurs de toutes les sections normales ^ue 
l'on peut faire en un point donné sur une sur&ce, ont leurs 
centres sur la normale en ce point ; mais comme leurs rayons 
sont en général inégaux , et quelquefois tournés en sens op- 
posés, il s'ensuit qu'ils ne peuvent pas appartenir tous à 
une même sphère; mais on sait par Fanalyse, et M. Dupin 
démontre sinthétiquement que tous ces cercles sont toujours 
osculateurs des sections normales d'un même ellipsoïde, ou 
plus généralement d^une sur&ce du second degré dont un 
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des axes coïncide avec la normale au point donné. Cet ellip- 
soïde est osculateur de la surface donnée dans tous les sens 
autour du point du contact; et pour déterminer la courbure 
de cette surface , il suffit de considérer celle de l'ellipsoïde à 
son sommet. Ainsi dans une surface quelconque ^ comme au 
sommet d'un ellipsoïde, les directions de la plus petite et 
de la plus grande courbure, à partir d'un même point, sont 
à angle droit. Ce sont les seules directions suivant lesquelles 
les normales consécutives puissent se couper , d'où il résulté 
les diverses propriétés des lignes de plus grande et de moindre 
courbure que l'un de nous ( M. Monge ) a le premier fait 
connaître ; et enfin Ton en peut aussi conclure le beau théô- 
rême d'Euler, d'après lequel les courbures de toutes les sections 
normales autour d'un même point, se déduisent facilement 
des deux courbures principales. 

M. Dupin considère, en particulier, les surfaces du secotfd 
degré qui ont un centre. Il donne une construction simple 
et facile à, exécuter , pour déterminer en chacun de leurs 
points, les directions et les grandeurs des deux courbures 
principales, et généralement de toutes les autres sections 
pormales. 

Revenant ensuite à latbéorie générale des courbures, il 
démontre un théorème dont l'énoncé est assez compliqué, 
mais dont il tire deux conséquences importantes. 

Il en conclut d^abord que si deux surfaces ise touchent 3âns 
toute l'étendue d'une ligne courbe, tout plaii tangent à celte 
ligne coupera les surfaces suivant deux courbes qui aurdnt 
entre elles un contact d'un ordre immédiatement suriérieur 4 



xvj RAPPORT 

celui do CCS surfilées {^). Lorsque, par exemple, un cône em^ 
brasse une sphère, il a avec elle, dans tx)ute retendue d'un 
petit cercle, un contact du premier ordre. Or, tout plan mené 
par une tangente à ce cercle, coupera le cône et la sphère, 
suivant deux courbes qui se toucheront au second ordre; 
de sorte que la section de la sphère sera le cercle osculateur 
de la section conique. 

La seconde conséquence que M. Dupin déduit de son théo- 
rème, c'est que si deux surfaces ont un plan tangent commun 
en un point, et que deux sections faites par un plan normal 
passent par une droite tracée sur ce plan tangent; ces sections 
ayant cntr'elles un contact du second ordre, il en sera de 
uième par rapport à toutes les sections obliques faites par des 
plans passant par la même droite ; il en résulte donc que la 
sphère qui contient le cercle osculateur d'une section normale 
faite dans une surface quelconque, contient aussi les cercles 
des sections obliques faites par des plans qui passent par la 
même tangente^ ou autrement dit, si un plan tourne antour 
d'une droite tracée sur le plan tangent à une surface, toutes 
les courbes suivant lesquelles il coupera cette surface , auron t 
leurs cercles de courbure sur une même sphère. Le théorème 
qui lie les courbures des sections obliques à celles des sections 
normales est dû à Meusnier ; en le joignant à celui d'Euler que 
nous avons cité, il en résulte que les courbures de toutes les 
Jîgnes que Ton peut faire passer sur une même surface , et 

■ — m^» . I — — ^ , m ■ ■! ■■ ■ -■■Il ■■ 

W Depuis U rédaction de ce |lapport , T Auteur a fait voir que le rapprochement 
de ces) deux sections n'était pas seulement d*un ordre immédiatement supérieur à 
celui des deux surfaces , mais immédiatement supérieur au double de cet ordre» 
(Voyez le Supplément au second Mémoire ^ page aaS et suivantes. ) 
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par un même point , sont liées entr'elles ^ de manière que 
la plus grande et la plus petite étant connues en grandeur et 
en direction , toutes les autres s'ensuivent. 

U nous reste à parler de la partie de son travail à laquelle 
M. Dupin attache le plus d'intérêt, et qu'il appelle la théorie 
des tangentes conjuguées. Pour concevoir ce qu'il entend 
par cette dénomination, supposons qu'une surface soit donnée 
et qu'on lui circonscrive une surface développable qui la 
touchera dans toute l'étendue d'une ligne courbe : la tangente 
à cette ligne, en un point donné, et l'arête de la surface dé- 
veloppable qui passe par ce point sont ce que M. Dupin 
appelle deux tangentes conjuguées. Relativement à chaque 
point donné sur la surface, il existe évidemment une infinité 
de systèmes de semblables tangentes j tous ces systèmes jouissent 
de propriétés curieuses qui n'avaient point encore été remar- 
quées, et dont voici les principales* 

I^. Deux tangentes conjuguées sont réciproques l'une de 
l'autre, c'est-à-dire, que si l'arête d'une première surface 
. développable est tangente à la ligne de contact d'une seconde 
surface de la même espèce, réciproquement la tangente à 
la première ligne de contact sera l'arête de la seconde sur&ce. 
11°. On peut toujours tracer dans le plan tangent, en 
un point donné , une section conique qui ait ce point pour 
centre, et dont les systèmes de diamètres conjugués représente^ 
ront en direction tous les systèmes de tangentes conjuguées. 
M. Dupin nonmie cette courbe, Vindicatrice, parce qu'en eflfet 
il prouve qu'elle indique y par sa nature , le sens des deux cour- 
bures principales de la surface , en chacun de ses points. 
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IIP. Les deux axes de Tindicatrice ou les tangentes conju-» 
guées rectangulaires^ sont tangentes aux lignes de plus grande 
et de moindre courbure, 

. IV®, Pour un même point d^une surface donnée^ le rayon 
de courbure de chaque section normale est proportionnel au 
quarré du diamètre de Tindicatrice qui se trouve dans le plai) 
de cette section , d'où il suit que selon que l'indicatrice est 
mie ellipse ou une- hjrperbole^ la somme ou la différence 
des rayons de courbure des sections qui répondent à deu:( 
tangentes conjuguée^^^ est une quantité constante égale à la 
sonmie ou à la, différence des de^ix rayons principaux. Uuq 
de ces deux rayons devient infini, et la courbure disparaît 
dans un sens , lorsque l'indicatrice se change en une parabole^ 
ce qui arrive j^ par exemple, en tous les points des surface^ 
développables. 

Dana le second et le tijoisième Mémoire , M. Dupin ap- 
plique l'analyse aux questions qu'il a traitées dans le premier ; 
et, par son moyen^ il développe sous na nouveau jour les 
démonstrations de plusieurs des propositions précédentes. Il 
forme l'équation dp l'indicatrice pour un point quelconque 
d'une sur&ce donnée^ quand cette courbe est une ellipse^ 
les deux courbures de la surface au point que l'on considère, 
sont tournées dans le même sens ; elles sont tournées en sens 
opposés , lorsque l'indicatrice est une hyperbole; et de cett^ 
manière, l'examen des diverses infle^iions que la sur&ce peut 
éprouver, par rapport au sens de ses courbures, se trouve 
ramené à la discussion fort simple des courbes du second degré. 
Dan? lecasdeFindicatrice hyperbolique,l'angle des asymptotes 
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iaif connaître le rapport des deux courbures prmcipdes. U 
est droit et l'indicatrice est une hyperbole équilatére en tou« 
les points de la surface dont l'aire est un minimum entre des 
limites données ; car on sait que c^tte surface jouit de la pro-. 
priété d'avoir^ en chacun de ses points^ ses deux rayons de 
ix>urbure principaux^ égaux et dirigés en sens contraires. 
On sait aussi que si une surface du second degré peut être en- 
'gendrée par une ligne droite, elle est susceptible d'une seconde 
génération semblable , et qu'il y a toujours deux génératrices 
qui se croisent en chaque point. Or, M. Dupin prouve que 
ces deux droites sont les asymptotes de l'indicatrice; d'où 
il conclut que sur un hyperboloïdè à une nappe et sur un paro- 
boloïde hyperbolique , les directions de la plus grande et de la 
moindre courbure en un point quelconque, partagent en 
deux parties égales l'angle des deux génératrices et son supplé- 
ment; car c'est en effet la propriété des axes de l'hyperbole 
par rapport à ses asymptotes. 

La plus grande partie du troisième Mémoire est employée 
à la détermination des points dans lesquels l'indicatrice est un 
cercle , et où par conséquent les courbures de toutes les 
sections normales sdnt égales. Ces points remarquables ont 
déjà été considérés par l'un de nous (M. Monge) qui les a 
nommés des ombilics. Relativement à un point' de cette es- 
pèce, l'équation des lignes de courbure devient identique, et 
leur direction semble d'abord devoir être indéterminée : c'est 
ce qui arrive efiFectivement en certains points comme aux 
sommets des surfaces de révolution. Mais M, Dupin fait voir 
qu'il y a d'autres ombilics par lesquels il ne passe qu'une ou 
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trois lignes de courbure, dont les directions sont déterminées, 
et il donne la raison de cette espèce de paradoxe. 

Les recherches que nous venons d'exposer prouvent qu'au 
milieu des travaux dont il a été chargé , M. Dupin n'a pas 
perdu de vue les objets de ses premières études. Elles font 
désirer qu'un Ingénieur qui réunit des connaissances si 
étendues en géométrie et en analyse, publie bientôt l'ouvrage 
dans lequel il se propose de les appliquer à des questions de 
pratique et d'utilité publique. Nous pensons que sgs trois 
Mémoires sont très -dignes de l'approbation de la Classe^ 
et nous proposerions de les insérer dans le Recueil des Savaiu 
Etrangers, si l'auteur ne les avait destinés lui-même à ua 
autre usage. 

Signe, les commissaires 

Carnot, Monge, et Poisson, rcpporieur. 



La Oasse approuve le rapport et en adopte les conclusions. 
a8 Décembre 1812. 

Certifié conforme à l'original. 

Le secrétaire perpétuel, 

Delambre. 
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J^i pour connaître la nature des diverses surfeces qu'il est possible Méthode adoptA? 

dans CCS Mànoircs. 

de concevoir dans l'espace , on voulait examiner successivement 
et séparément chacune d'elles; à peine, après les pluslongs travaux , 
une &ible partie en aurait été parcourue , et il serait encore im- 
possible de se former une idée , même imparfaite , de leur ensemble, 
et des propriétés de l'étendue en général. Mais si, portant moins 
l'attention sur les individus , pour n'envisager que les âimilles , on 
s'occupe seulement des genres qu'elles composent , des caractères 
qui les distinguent et des similitudes qui les unissent ; on n'aura 
plus à considérer une infinité de formes différentes , de propriétés 
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I" MÉMOIRE, particulières et isolées. Plus les propriétés deviennent générales, plus- 

elle§ soumettent de grandeurs à leurs lois , et plus aussi , dans^ 
leur développement, elles se réduisent à un petit nombre de prin- 
cipes remarquables et faciles à saisir. Ce sont autant de fils du vaste 
réseau dont s'enveloppe pour nous la nature des choses , et qui 
nous la décèlent; son tisso devient d'autant plus sensible, que les 
fils dont il se forme nous semblent moins multipliés, parce que 
chacun d'eux se prolonge plus au loin; Ainsi tel est l'avantage de 
cette manière d'envisager les surfaces, qu'en même temps que les 
principes auxquels on s'éiever-a s'agrandiront , leur nombre dimi- 
nuera j et leur ensemble deviendra dés-lors plus susceptible d'êti'e 
saisi par l'esprit , et retenu par la mémoire. Parmi toutes les divi- 
sions des formes de l'espace , nous devrons donc toujours préférer 
les plus générales. Par là nous donnerons à nos considérations et 
à nos résultats , le plus d'étendue et de simplicité qu'ils puissent 
obtenir. Suivant, en effet , que les géomètres se sont plus ou moins 
rapprochés de ces principes , dans la' marche qu'ils ont suivie , leurs^ 
méthodes ont été aussi plus ou moins avantageuses. 

Toutes les déterminations géométriques possibles se réduisent, 
en dernière analyse , à des configurations de surfaces qui doivent 
remplir des conditions données , en employant pour cela certaines 
lignes déjà connues et détenniûées. Aussi la génération des sur&ce? 
' est-elle une des branches de la science de l'étendue , dont on a le' 

mieux senti l'importance , et dont oi s'est le plus occupé. Pour 
mettre de Tordre daûs les récherches qu'on a faites à ce sujet , 
et les faciliter par la méthode , on a réuni dans une seule et même 
famille , toutes les surfece» qu'on est parvenu à somnettre au même 
mode de description. Ensuite on a cherché à développer les pro- 
priétés inhérentes à ce mode conunan ; elles ont présenté le carac- 
tère du genre qu'on a formé. C'est ainsi qu'ont été analysées ^ 
classées et rendues plus utiles , toutes les surfeces dont les formes 
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^ tïous sont ofifertes par la nature dans ses phénomènes , on par les i" mémoire^ 
sciences dans les combinaisons qui leur sont propres , ou par la 
société dans les usages de ses arts. Cependant^ en suivant cette 
marche, chaque espèce ne comprend toujours qu'un nombre plus 
ou moin^ limité de sm^Ëices y et , moins leur nombre est limité , 
moins les déterminations qui leur sont conmiunes embrassent 
d'éléments , moins elles présentent de résultats. 

Mais si considérant toutes les surSices en général , on étudie la 
forme qu'elles affectent en chacim de leurs points, et qi*e, parmi 
toutes les formes possibles de ffétendue figurée , on choisisse les 
plus élémentaires 5 afin de les poser, pour ainsi dire, sur celles i 

qu'on examine, et d'apprécier- ensuite leur rapprochement pour 

m 

l'augmenter de plus en plus ; on lira , si je puis parler ainsi , dans 
la forme générale et indéterminée des surfaces , tout ce qu'elle peut 
offrir de simple et de Étoile ; on la décomposera dians ses derniers 
éléments , et en les réunissant successivement , on s'élèvera enfin 
jusqu'à la surface même qu'on aura analysée^ 

Ainsi, en superposant le plan aut; surfaces , il leur sera tangent, et 
il donnei^a la clef de toutes les propriétés des lignes et des surfaces 
tangentes à d'autres sur&ees , des surfaces enveloppées par simple 
attouchement, etc.; en un mot, la suii^ce du premier ordre fera 
connaître toutes lès propriétés des contacts du premier ordre. 

On substituera ensuite la surface du second ordre à celle du 
premier , c'est-à-dire , au plan , et par son moyen , on connaîtra 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre ou à 
Fosculation des surfaces et à leiur courbure. 

On passerait de même aux contacts du troisième , du quatrième 
ordre , etc., en substituant aux surfaces comparatrices du premier 
ou du second ordre, celles du troisième, du quatrième, etc. 

De cette manière, on rapportera au plan toutes les surfaces, dan^ 
la forme qu'elles affectent à partir de chacun de leurs pointsj 00 



/ 



6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iw MÉMOIRE, les rapportera pareillement aux surfaces du second ordre, du troi- 
sième , etc. A mesure que le degré de la surface comparatrice s'éle- 
vera , le Fapprôchement dont elle est susceptible s'accroîtra , et 
après avoir tiré de la primitive, au moyen des premiers rappro- 
chements , tout ce qu'elle tient dans sa forme des plus simples 
surfaces , on finira comme nous l'avons déjà avancéi^ par s'élever 
jusqu'à elle , et déterminer entièrement sa figure en chacun de 
ses points. 

On s'apercevra facilement , par ce que nous avons dit plus haut, 

combien cette méthode , comm#la division qui en résulte, l'emr 

, porte sur la précédente dont elle fidt même , à proprement parler^ 

la base-y combien elU doit répandre d'intérêt et de clarté sur la 
science de l'étendue. Elle a été pour l'analyse des lignes courbes ^ 
celle de Descartes , de Newton , de Leïbnitz et de plusieurs autres 
hommes illustres. On l'a étendue aux surfaces pour beaucoup de 
cas ; on n'a presque rien laissé à dire sur les considérations rela- 
tives aux contacts du plan et des surikces j on a effleuré les con- 
tacts du second ordre ; on n'a pas pensé aux ordres supérieurs. 

Nous avons cherché , dans ce Mémoire , à développer pour les 
contacts du second ordre « la méthode dont on vient de faire 
connaître l'esprit. Nous nous sommes par conséquent, pour cela , 
constamment servi des surfaces du second ordre. Nous avons 
recherché celles de leurs propriétés qui appartiennent également 
à toutes les surfaces des autres genres , et nous avons principa- 
lement eu pour but de donner le plus grand degré possible de 
généralité , aux différents résultats que ces rapprochements nous ont 
feit découvrir. 

Noiîon» iur K s con- Nous allous d'abord prouver que toute surfece (S) est suscep- 
onire. *" ^'"^"^ tible d'avoir en chacun de ses points [qui ne sont pas singuliers ^*^], 



^*> Yoyez I4 note première , à la En du Mémoire. 
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ufl plaQ tel que , à partir du point d'application , tout autre ne !•' mémoire. 
puisse passer entre le premier et la sur&ce ; et par conséquent , 
que toute surface est susceptible dWoir un plan tangent en chacun 
de ses points : nous passeroi^is ensuite aux tangences du second 
ordre , ou aux osculations. 

Concevons que par le point P de la surface (S) , fig. 1 , on mène 
une droite quelconque , et un plan qui passant toujours par cette 
drcrite, prenne successivement toutes les positions dont il est 
susceptible avec cette condition. Dans chaque position , il coupera 
la sur&ce suivant une courbe qui aura pour tangente en P une 
certame droite ou PT , ou P0, ou. • . . Nous supposerons que les 
diverses sections planes de la surface , ne puissent chacune avoir 
en P qu'une seule tangente, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
qu'aucune des sections planes de la sm face , n'ait en P de point 
multiple. 

Cela posé , l'ensemble des tangentes aux diverses sections que 
nous avons considérées, formera une surÊice évidemment tan- 
gente à la surËice primitive. Examinons ce que peut être cette 
nouvelle surface. Si par deux de« tangentes PT, P@ dont elle se 
compose , nous menons un plan (n) ; ou toutes les autres tangentes 
en P seront dans ce plan (n) , ou seulement un nombre déterminé 
PT, P0, PS , etc. Mais si ce dernier cas pouvait avoir lieu, le plan (O) 
couperait évidenunent la sur&ce suivant une courbe qui , ayant 
en P plusieurs tangentes PT, P0 , Pô ,. . . ., aurait en P un point 
multiple (hypothèse que nous avons exclue) : donc le plan (n) 
que l'on considère, étant supposé passer par les deux tangentes 
PT, P0, ce qui est évidemment toujours possible, il passe à la 
fois par toutes les autres tangentes. On doit voir maintenant , et 
sans qu'il soit nécessaire de le démontrer plus amplement, que 
le plan (n), lieu des tangentes , jouit des deux propriétés qui carac- 
térisent la tang^^nce ; de passer par un point de la sur&ce » et d'être 
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j[" MÉMOIRE, tel , que tout autre plan ne pourrait , à partir de ce point ^ avoir 

aucune de ses parties entr'elle et lui, 

* •■ " 
Uiiiitc de leurs appiL- & Vou cousidère sur une eur&ce quelconque et autour d'un de 
cauons. ^^g points P, uu espace fort petit , ou un espace plus étendu sur 
upe sur&ce dont la courbure soit très-peu considérable y cette 
portion de la surface diQerera extrêmement peu du plan qui la 
toucherait en P : ce sera de tou3 les plans possibles celui qui S0 
rapprochera le plus de la surface , dans la partie que Ton considère j 
et qui, par conséquent Sjera le plus propre à la représenter. Si 
donc une exactitude npn pas absolue, mais assez grande, est suffi- 
sante, au lieu de considérer la surfece elle-même, d'avoir ég.ard à 
sa courbure , de tenir compte de la complication de tous ses élé- 
mients , on la supposera plane , et l'erreur dans laquelle cette 
hypothèse entraînera, sera d'autant moins considérable qu'on aura 
moins à s'étendre sur la surface, autour du point P où elle est 
touchée par le plan tangent (II) qu'on lui substitue. 

I2xcmi)ie ofFcrt par La sur&ce dc la terre , dont la courbure est assez peu sensible 

l'A Gjéo^aphif. _ , 

pour que, pendant long- temps, les peuples à qui l'habitude d'obser- 
ver n'avait pas encore appris à se défier des premières illusions 
des sens , la jugeassent un vaste plateau , et dont la forme ensuite 
a successivement été crue sphérique, ellipsoïde et plus compli- 
quée même , à mesure que nos connaissances se sont rectifiées j 
la terre, dis-je, nous fournit dans la description de ses diverses 
contrées , un exemple sensible de l'utilité dont peut être la substi- 
tution des plans tangents aux jsurfaces courbes. 

La forme attribuée aux méridiens et aux parallèles de la terre , 
a du varier avec la forme même du globe , dans nos diverses hypo- 
thèses ; et maintenant ils ne sont plus pour nous ni des droites , 
vi des cercles , ni des ellipses , mais des com^bes plus compliquées 
dont la nature ne nous est pas parfaitement connue^ Les lignes les 
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plus courtes, suiyaDt lesquelles nous mesurons nos distances sur i«^ mémoire: 
le globe , sont à double courbure et certainement transcendantes^. 
Si donc on voulait embrasser à la fois tant d'éléments dans une 
description exacte , les déterminations que nous jugeons devoir être 
les plus simples , seraient en effet les plus compliquées. 

s 

Au lieu de chercher à décrire la foule de courbes, de projections qui 
seraient alors nécessaires , parmi tous les horizons sensibles, c'est-à- 
dire, les plans tangents de la terre, menés à partir du point où est le 
spectateur, on choisira l'un de ceux qui s'écartent le moins de la 
portion du ^obe qu'on veut décrire ; c'est sur lui qu'on représeur 
tera la surfoce de la terre dans cette partie , qu'on supposera par 
conséquent plane (ainsi que le Ëdsaient , maïs sans croire se tromper, 
les prcnMcrs observateurs). On rapportera sur ce plan tous les 
points , toutes les courbes , toutes les distances. Les lignes à double 
courbure s'aplaniront , toutes les courbes viendront se confondre 
avec leurs tangentes ; et les opérations de la géométrie descriptive 
la plus délicate , seront ainsi ramenées aux déterminations hs plu9 
simples d'intersections de plans et de lignes droites. 

Lorsqu'on doit représenter une portion du globe trop grande 
pour être confondue, sans erreilr sensible, avec un de ses plans 
tangents ; les rapprochements du premier ordre ne suffisant plus , 
on passe à ceux du second. On choisit une sur&ce simple et 
qui diâere peu de la sur&ce de la terre ; on restitue ainsi à toutes 
les lignes qu'on considère , leur vraie courbure , ou du moins 
une courbure qui en d^ère très-peu. On prend cette nouvelle 
surface pour celle de la terre; et par cette seconde hypothèse, 
on porte dans les opérations de la géographie et des sciences 
d'observation, une précision infiniment plus grande que celle 
ob|e^ue par la première. Elle a suffi jusqu'ici à tous les besoins 
des arts et des connaissances théoriques, même dans l'état de 
précision où nous les avons portés. Si par la suite , des vfh 

* 3i 



V 



fo DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

î^ MÉMOfiRE. cherches d'cme exactitude plas sévère encore , rendaient insuffla 

sauts ces rapprochements , il Ëiudrait employer des surfaces ri- 
g6œ*eu6€fment osculatrices de la terre, c'est-à-dire, qui eussent 
avec -elle , dans la partie que Ton considère , un contact du second 
ordre ; et si pourtant cda n'était pas si:^8ant , il serait nécessaire 
de passer anx rapprochements du troisième ordre ; alors il fen- 
drait prolonger «ocorè une des tiranches -de nos connaissance» 
géométriques. 

Nous allons maintenant revenir à la théorie même des contacf^^ 
que nous avions un moment abandomiée pour en faire sentir 
Futilité par tm exemple remarquable- 

Dans la méthode géométrique que nous suivrons ici ^ nous 
emploierons souvent des considérations infinitésimales y parce 
qu'elles rendent plus Ëiciles et plus courtes des recherches assez 
compliquées par elles-mêmes , et qu^on reproche |iarticulièremenC 
a la géométrie pure Pétendue des développements qu'elle exige 
^àès qu'on veut s'élever par elle à des questions d^oncertaiti ordrer 

S IL 



fosciilalion des surfaces. 

Sôfetlt triaicéesârbitraireilieiit Sûr une surfece générale (S) , fig. ^ ^ 
c<mucttda Mcond' deux courbes PiPC,'lPlpc, et deux autres courbes wjC, Ope', immé- 

ordre. =1 

diatéînéntctfïlsécutiVes à cëlles-Ià ; si une seconde surfece (ï) pas- 
'sant par le poitit'P est 'telle que les quatre cbufbes T*r, P^; 
^^pX\ Çp5^'' soient respectivement osculatrices en P, P; f , * aux 
quatre courbes précédentes j je dis que les deux surfaces seront 
osculatrices au point P , c?est-à-dire , seront telles que tout plan 
passant par P coùpefa les deux surfaces suivant deux courbes 
P*^ , T*4'A > récij^roquement^oscidatrices en ce poibt 



",>. 
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En effet , ce plan coupant rencontrera à la fois en "ir et 4 ^^^ ^** mémoire. 
courbes respectivement osculatrices ^pd^ ^py'i ^t (ppC'y fpF'j 
puisque les courbes osculatrices sont celles qui ont de commun 
trois points consécutif ^ lesquels sont ici : 

<>j^yp pour ^'^d et ^^py'^ 

^j-PjJ: P^^ ?P2L^' et 9p;^'i 

et enfin, 

P,*, 4 pour P*4p et P*4A. 

Il est évident que les deux surfaces (S) et (Z) étant identiques 
dans l'élément V^p^ , auront en P , O , ^ , ^ mêmes plans tangents , 
et par conséquent mêmes normales. , Mais , comme la courbure 
d'un élément de ligne courbe est déterminée par deux normales 
consécutives , l'élément V<bp^ sera complettement déterminé par les 
quatre normales à (S) et (Z) en P, 4^ , ^ , ^ ; ainsi dans tous les 
cas , il suflfit à deux sur&ces quelconques (S) et (2) d'avoir en 
commun quatre normales consécutives aii)itraires , autour d'un 
même point P, pour être mutuellement osculatrices dans tout 
l'élément compris sur elles entre ces quatre normales. 

Mais si les normales aux deux sur&ces en P ^ O ^ /? , ^ sont com* 
munes, les couii>es 



P*C 


P^c 


Vpd 


et 


et 


et 


p*r 


P^ 


p/>«r 



seront osculatrices, et réciproquement : donc , «dés que deux sur- 
faces sont osculatrices en un même point P , dans trois de leurs 
sections différentes, mais arbitraires, elles le sont encore dans 
toutes les autres sections possibles Pi^D , Pi'A faites à partir du 
point P de contact , par une surËice coupante quelconque. » 
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i" MÉMOIRE. La conrbuFe des surfaces en chacun de leurs points , n'est pas 

Ce que c'est ^e la uuique commo celle des lignes courbes. Suivant qu'à partir d'un 

courborcd'oûcinp. p^j^j p j>pjjç; suffecc , OU maTcbc sur elle sous des directions 

difTérentes^ la courbure dé la ligne qu'on parcourt varie, et c'est 
le système de toutes ces courbures mesurées sur la sm^&ce , qui 
constitue la courbure même de cette sur&ce au point P que l'on 
considère. Suivant donc que ces courbures seront plus grandes 
ou plus petites , on dira aussi que la courbure même de la surface 
est plus ou moins grande : enfin, on mesurera la courbure de» 
surfilées par celle des courbes tracées sur elles. 

Éiifinenu nécMMirct Nous vcuous de voir qu'fl suffit que trois courbes tracées 

à tu dcicfiniiuiiioB* 

sur une surface (S), à partir d'un point P, soient osculées en 
ce point par trois autres courbes tracées sur une seconde sur- 
fece (2) , pour que toutes les sections possibles faites en P par unr 
même plan sur ces deux surfaces , soient pareillement osculatrices 
entr'elles , c'est-à-dîre, aient la même courbure.Ainsi, «la courbure 
et la position de trois Hgnes menées arbitrairement sur une sur- 
face par un de ses points , suffit pour déterminer entièrement aiE 
même point la courbure de la sur&ce qui les contient.» 

Une rorfaceqtieicoii- Si douc par la normale Pr de (S), fîg. 5, on fedt sur cette 

que toujours oacn* 

lée en chacun d« surfacc trois scctious plaDcs P/n, Pm', Fm"i qu'on prenne arbi- 
wrfftw"da^ond traircmcut sur cette normale un point C regardé comme centre 
'^•^** de trois courbes P/^E, Pfc'E, V/âI'E du second degré, respective- 

ment osculatrices des primitives Pm , P/n', P/n". Ces^ trois com^bes 
seront susceptibles d'appartenir à une même surface du second 

degré (f ) > et cette 9urface sera osculatrice en P à la primitivcr 

( Voyez la note D. ) 

De là résulte ce théorème remarquable : « Quelle que soit la forme 
d'une surfoce j cette forme peut toujours, à partir de chacun de 
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ses points non singuliers , être représentée par celle d'une surface i«' MÉMomE- 
du second degré , de manière que pour chaque ligne tracée sur la 
surface générale , à partir du point que Ton considère , il correspon- 
dra sur la surfece du second degré, une courbe qui osculera cette 
l]|ne au même point. » 



Par le moyen de cette surÊice osculatrice du second degré , d»oîi ii A^rie en- 

. tière de la courba r« 

nous pouvons dès a présent ramener toute la tneone des contacts et de roscaiaiion 

du second ordre, et celle de la coiu*bure des surfaces quelconques, 

à Tanalyse des* surfaces du second degré ; et comme celles-ci 

sont extrêmement simples, très -faciles à discuter, nous aurons 

éludé par là toutes les difficultés que la question générale eût pu 

présenter. 



des tarfacei quel* 
conques , ramenée 
à la aimple analyse 
des f orfacet du se- 
cond degré. 



On sait que par chaque axe PCE, fié. 4 , d'une surfece du second Tn^^aiion d» di* 

^ * ^ ' O 7 Tcrsespropnélésd#- 

la coorburedessur* 
faces du second de- 
gré , à la courbore 
des surfaces gén^ 
raies. 



degré , passent deux sections principales PAE , PBE qui se coupent 
à angle droit aux deux sommets P , E. Ces sections sont entiè- 
rement déterminées par ki grandeur de leur courbure en P, et 
la position de leurs sommets P, E. Elles-mêmes ensuite déter- 

minent la surface (^^ qui leur appartient. Donc <c il suffit à la 

détermination et à la mesure de la courbure en P d'une sur&ce 
quelconque (S) , de connaître la courbure des deux sections prin^ 

cipales PAE , PBE de Fosculatrice du second degré (^^ , c'est-a- 

dire , la gx^deur des deux rayons de courbure qui en P appar- 
tiennent à ces sections. » 

L'une des sections principales PAE est la plus grande, l'autre 
PBE la plus petite de toutes les sections qui ont l'axe PE pour 
diamètre. Par conséquent, en les supposant toutes rabattues sur un 
même plan, autour de l'axe commun PE , la courbe extérieure PAE 
sera la plus grande section principale , et la courbe intérieure PBE 
la plus petite. Il suit de là qu'aucune courbe PD£ donnée par les 



i4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

)•' MÉMOIRE, sections normales en P , ne peut avoir en ce point une courbure 

moindre que celle de la grande section principale , ni plus forte 
que celle de la petite ^*^. Ces deux sections sont donc les limites 
de la courbure de la sur&ce y estimée suivant les sections 
normales. 

Ainsi y la plus courbée , et la moins courbée des sections normales 
d'une surface (S) , en un de ses points P, sont nécessairement dans 
des plans qui se coupent à angle droit ; et pour que la courbure 
en P de la surface (S), soit entièrement déterminée , il suffit que 
cette plus courbée et cette moins courbée des sections normales 
en P le soient toutes deux. 

Rayons de conrbore Lcs rajous dc courburc de ces sections limites, ^c'est-à-dîre , 

par conséquent, le plus petit et le plus grand rayon de courbure 
des sections normales en P , ont été nommés rayons de courbure 
dc la surface : on voit donc que la courbure d'une surface en 
chacun de ses points , est déterminée par la seule connaissant 
de ses deux rayons de courbure. 

Nous ferons voir , par la suite , d'autres conditions égale- 
ment simples , et , comme celle-ci , suffisantes pour la détermina- 
tion de la courbure des sur&ces, lorsque nous nous occuperons 
de sa mesure absolue. Nous allons actuellement dire un mot des 



W On sait, fig. 5. V, qu'une suite de courbes PAE, PDE, PBE ajwmt Taxe PE 
commun , ont pour la même abscisse Ce , leurs ordonnées ca, cd, cb proportionnelles 
aux demi-axes GA, CD, CB : donc , chacune de ces courbes embrassera toutes celles 
çii auront ce second axe plus petit que le sien ; mab à partir d*un même point P^ 
la courbe embrassée est plus courbée que celle qui Tembrasse ; par conséquent , 
la courbure des lignes PA , PD, PB sera toujours plus grande en P, à mesure que le 
second axe décroîtra : donc , enfin , les deux coiurbes extrêmes PAE , PBE , 
c*est-4-dire , les deux sections principales , sont celles de moindre et de plus grande 
courbure en ce point P, 
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diverses gremdeurs graphiques ^*^ que la considération des i^r iMoéaioiRB. 
sor&ees ^lans leur courbure , a forcé jd'eo visa^^er : pour le moment y 
nous préseiïterons seulement celles de leurs propriétés qui pour- 
raient jeter quelque jour sur la détermination de la courbure des 
sur&ces en chacun de leurs points j nous réservant , dans la seconde 
Section de ces Recherches théoriques , de considérer la courbure 
des sur&ces sur toute l'étendue de leurs nappes; et de chercher, 
si nous pouvons parler ainsi , Fiijfluence de la courbure en chaque 
point d'une sur&ce , sur les points suivants. 

Toutes les normales à la sur&ce du second degré f^j? ûg* 4, Oniiogoiiaiîce'deflsec- 

^ ^ lions normales, qui 

auivant les ^sections principales P^, PBE, passent ^ comme on leur correspondent. 
sait, par l'axe PC£, c'est-a-dire , par la normale P£, et elles sont 
les seules normales 4e la surface qui puissent couper cet axe ^^^ 



timimm 



^ ^ ) Souvent > dâjos la géométrie transcendante ^ où Ton considère retendue dans 
"tons les degrés de généralité ^ on doit parler à la fois de points , de lignes > de 
anrfaces^ de volumes. Cest pour éviter cette longue énumération^ que nous avons 
cru devoir désigner .toutes ces grandeurs par l'expression générale de grandeurs 
graphiques ^ c*est-4-dire , susceptibles d*être figurées. Le perfectionnement du lan- 
gage de la science , est peut-être moins étranger qu*on ne le croit communément , 
au perfectionnement de la science elle-même. 

^**) Soit en effet le point P (fig. 5, H) la projection horizontale du sommet 
de la surface du second degré T^ j , et voyons si du point M quelconque de 

(1, peut partir la normale MPqui vienne couper Taxe vertical projeté par le 
point P. 

Pour cela , faisons par M la section horizontale (Mb dans ^^ J , la projection de 
la normale en M ^y) sera la normale même de cette courbe, pour le point M. 
Mais cette courbe est du second degré et son centre est en P ,• projection de Fane 



i6 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

i«r MÉMOIRE. Mais Ics deux normales immédiatement consécutives de chaqucr 

section en P, sont communes à la primitiYe (S) et à son oscula- 

trice ( ^ V donc on peut , de chaque normale Pr d'une sur&ce 

quelconque (S), fig. 5, passer dans deux directions dififêrentes 
seulement PP', PP^, à une autre normale PT' ou PJ,, immédia- 
tement consécutive à PF, et qui la rencontre, Ces deux direc- 
tions sont constamment orthogonales : elles sont au point primitif 
P celles des sections normales dftit la courbmre est un maximum 
ou un ininlmum. 

Si du point P on passe en P' sur la direction de plus grande 
courbure , la normale PT' ir% rencontrer celle Pr en r', centre 
^ de la courbure de Tare PP', estimée suivant la sur&ce ; de même 
PT' sera coupée par une autre normale FT" qu'on obtiendra 
en suivant encore , à partir de P', la direction de plus grande 
courbure. En continuant ainsi, on obtiendra sur la surface une 

suite de points P, F, P", P"' , tels qu'en chacun d'eux, la 

direction de la ligne qu'ils forment soit celle de la plus grande 

courbure des sections normales de la surface. On a nommé cette 

jjgpci de piu« grande ligne, ligne de plus grande courbure de la surface. D'après lès 

détails dans lesquels nous venons d'entrer , la raison de cette dé? 
nomination est évidente. 

Si du point P , au contraire , au lieu de suivre la direction des 
plus grandes courbures , on avait constamment suivi l'autre direc- 
tion P , P^ , P^^ , P,^^ . . . . , dans laquelle se rencontrent consécuti- 
vement les normales Pr, PJ,, P^J^^,...., on aurait formé une 



vertical. Donc ^ pour que MP pût être normale en M à la courbe AMB^ il faudrait 
que ce point fût un sommet de la courbe y ou que la courbe fut un cercle. Dans 
ce dernier cas ^ toutes les normales aboutiraient an centre. Nous parlerons plus tv4 
^ pe cas partipuliiTf 
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Bouyeile courbe perpendiculaire en P à la première , et qui , dans !•' mémoire. 

chacun de ses points , aurait eu pour direction celle de la section 

normale de moindre courbure. On a nommé cette courbe , ligne Lignes de momdr« 

^ couiIniiv* 

de moindre courbure , et Ton a désigne d'un nom conmiun les 
lignes de plus grande et de moindre com^bure , en les appelant 
Tune et l'autre lignes de courbure de la surface. 

Ainsi y par la définition même des lignes de courbure des sur- OrdiogoMiit^de 
iàces , nous voyons que toutes les lignes d'une même courbure ^^ " 
sont coupées à angle droit par chacune des lignes de Vautre 
courbure. 

De plus, deux normales consécutives de la surface, et qui 
appartiennent à la même ligne de courbure , se rencontrant né-? 
cessairement , toutes les normales de la sur&ce, parties d'une 
même ligne de courbure, forment une surface développable. Donc Sorfacei d^veioppa- 

, _ ^ , ' ^ , , blet des nomwlet. 

toutes les surfaces deyeloppables appartenant aux lignes d une des ortho^onaiîté d« 
courbures , sont coupées à angle droit par chacune des sur&ces ^ 

développabllB appartenant à l'autre courbure , et cela suivant toute 
l'étendue des normales de la primitive} ce qui d'ailleurs est évi- 
dent , puisque ces surfaces développables ont pour plans tangents 
€n chacun de leurs points P, sur la primitive (S), les plans 

principaux de la surface du second degré (^f ) osculatrice de (S) 
en ce pomt. 

Les intersections successives r, r', r", . . . . des normales de la 
aurfàce primitive ( S ) , suivant une des lignes de plus grande cour- 
bure; c'est-à-dire , par conséquent, les divers points de l'arête de 
cebroussement de la surface développable que forment ces nor-r 
maies, sont les centres de plus grande courbure de la sur&ce, 
auivant toute cette ligne de courbure j la suite de ces arêtes de 
Kebroussement données par toutes les lignes de plus grande cour^ 
hure , forme une certaine surface lieu de tous les centres des Sorfaeee des oemitt 

çr dcfdeascoisfaQm* 



1» DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

it» MÉMOBUB. plus grandes courbures de la primitive (S) , et dont le caractère 

est d'avoir pour tangentes chacune des normales de lai sur&ce 
primitive. 

De même , le système des arêtes de rebroussement des surfaces 
développables des normales , pour les lignes de moindre courbure , 
forme une surfece lieu de tous les centres des moindres cour-- 
hures de la primitive ( S ) , et dont le caractère est aussi d'avoir 
pour tangentes chacune des normales de la sur&ce primitive. 

Donc, chaque normale Pr de la surface primitive est à la fois 
tangente aux deux surfaces des centres de courbure. 

Si Pon considère le centre r' d'une des courbures de la primitive 
pour le point P , les deux normales consécutives Pr', PT' dont il 
est l'intersection étant tangentes à la surface des centres de l'autre 
courbure , le plan PPT' de ces deux rayons de la première cour- 
bm*e sera tangent à la surface des centres de seconde courbure : 
par la même raison, le plan PP^r^ de deux rayons consécutifs de 
seconde courbure , sera tangent à la surface des centrB de la pre- 
mière courbure j or , ces deux plans se coupent constamment à 
angle droit : donc , la loi qui lie Fune à Tautre les deux surfaces de» 
Orthogonaiit^ieiin centres, cst OC oue si par une normale quelconque Prde la primitive 

plan* tangents ou ^ ^ r 

de lenn conunut (S), OU meuc à chacune d'elles un plan tangent , PPT', PP,r, ces deux 

plans se couperont constanmient à angle droit : d'où il résulte que 
l'un sera normal à la sur&ce des centres au point où l'autre plian 
la touchera ». Mais deux normales consécutives PrT , PT'T' sont 
tangentes à la courbe des centres rrT" appartenant à la ligne de 

courbure PFF' Donc le plan PPT' qui les contient toutes deux, 

est osculateur de cette courbe des centres ; donc, tous les plans 
osculateurs de chaque ligne des centres d^une même courbure , 
sont normaux à la sur/ace des centres de cette courbure. Telle 
est la condition nécessaire pour qu'un système de lignes tracées 
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•V 

SOT une sur&ce quelconque , puisse être regardé comme le sys- ^^ mémoire. 

tême des lignes lieuiL des centres de courbure d'une surface. 

Cette prc^riété est très-importante par elle-même, et nous en 
ferons par la suite un grand usage, -en appliquant les considérations 

de la courbure des surfaces, à la théorie des déblais et des remblais. 
Mais alors nous lui donnerons plus de déyeloppement encore, en 
7 ajoutant plusieurs propriétés générales qui en dépendent. 

Nous allons maintenant reyenir à l'examen de la forme des 
sur&ces en leurs divers points , et chercher à déterminer la cour- 
bure des différentes sections C[u'il est possible de fêiire par chacun 
d'eux sur la sur&ce. Mais nous ayons besoin pour cela d'exposer 
<iuelques généralités préliminaires. 



S IIL 



JDe la courbure des surfaces et de celle de leurs sections. 

Si, fig. 7, par des ordonnées ^/n, ^'ot',.... parallèles à un'Pwn?"^^ ^^f^** 
plan quelconque , tous les points d'une surface ( S ) sont rapportés &cet dont u forint 
au plan (u) qm la touche en P; et si nous supposons que ces ôom déccnninéet* 
ordonnées , ayant sur le plan (n) leur origine ^ , ^', . • • invariable , 
on les incline toutes semblablement , afin qu'e^es restent parallèles 
entr'elles; on formera de la sorte un nouveau système d'ordon- 
nées ^/tA., ^'/t6',...., dont les points d'application formeront une 
surface (2). Or , si les points correspondans m et /lc, m' et /te',. . .- 
sont respectivement à la même distance du plan ( n ) ; je dis que 
la courbure de la sur&ce en P n'aura pas changé , c'estrà-dire , 
que la nouvelle surface (2) sera osculatrice en P à la primi- 
tive (S). 

Four démontrer cette proposition , soit mené le plan coupant (^r). 



ao DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

!•' MÉMOIRE, parallèlement au plan (fl) , et à une distance infiniment petite Ah 

second ordre , la section mdrnfd! foite par le plan (^) sur la surt 
face (S), sera une couii)e du second degré dont les diamètres auront 
une longueur infiniment petite du premier ordre ; puisque cette 
courbe est toute entière sur chacune des sur&ces du deuxième 

degré Y^V osculatrices en P à la primitive (S). Soit fij'fjtfj^' la 

nouvelle position de cette courbe , après Tinclinaison générale deS' 
ordonnées de la surface (S), 

Si on mène une sécante quelconque KK' dans le plan (tt) de ces 
courbes , les parties d^ et d'J"' seront infiniment petites par rapport 
à dd' et JcT' ( tant que cette droite ne sera pas tangente à L'une 
des deux courbes ). Donc le cercle osculateur de la primitive (S) 
passant par rf , P , rf' , et le cercle osculateur de la dérivée (2) 
passant par «T , P , /' , différeront infiniment peu l'un de l'autre : 
donc les deux sections faites sur (S) et (2) par le plan quelconque 
PKK', seront osculatrices eivP; donc enfin, (S) et (2) elles-mêmes 
sont osculatrices , et la sur&ce (S) , dans la déformation qu'elle a 
subie ^ n'a pas changé de courbure au point P. 

Si au lieu de rapporter sur le plan (fl) les divers points de la 
durfàce ( S ) , par des ordonnées rectilignes et parallèles , on les 
rapportait sur ce plan par des lignes courbes absolument arbi- 
traires et indépendantes , asçujéties seulement à couper le plan (lï) 
parallèlement à une droite quelconque ; en faisant varier ensuite 
à volonté et la forme et la position de ces ordonnées curvilignes 
[pourvu que leur origine ^ , ^'. . . sur le plan (H) n'ait pas changé*, 
que leurs tangentes en ce point soient toutes parallèles ^*^ à une 
autre droite aussi quelconque, et qu'enfin leur point d'application 
sur (S) reste toujours à la même distance de (n) ] , la courbure de 



(^) Cette seconde condition n eat pas même nécessaire. 
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la surface (S) au point P do son contact avec le pjan (n) n'aura pas iw mémoire. 
changé , c'est-à-dire , que la surface dériyée sera encore oscula- 
trice de la primitive en P. 

Si dans la variation générale de ces ordonnées curvilignes , non- 
aeulement les ordonnées de la première surface entr'elles et celles 
de la seconde pareillement entr'elles , coupaient le plan (II) sous 
un même angle , mais que cet angle fut identique dans les deux 
systèmes, alors les deux surfaces ne seraient pas simplement 
osculatrices , elles auraient un contact du troisième ordre ; et en 
supposant successivement que les ordonnées dérivées, au lieu 
d'avoir sur le plan (II) une simple intersection avec leurs primi- 
tives, ou seulement un rapprochement du premier ordre, aient 
entr'elles un contact du second, ou du troisième, ou du qua- 
trième, etc. ordre, la surface dérivée aura successivement au 
point P , avec la primitive , un contact du quatrième , du cinquième, 
du sixième, etc. .. ordre; en un mot, le degré du œntact des 
surfaces au point P, sera toujours de deux unités supérieur à 
celui du rapprochement des ordonnées , à partir du plan (O) 
leur origine commune. 

: En concevant encore , en eflFet , un plan coupant (^) parallèle au 
plan tangent (n), et supposant toujours leur distance infiniment petite 
du second ordre , on verra que dans le cas où l'angle des nouvelles 
ordonnées sur ( n ) difière de celui des anciennes ^ les sections 
Eûtes par le plan {nt) sur les sur&ces primitive et dérivée , dif- 
fèrent seulement de quantités du second ordre : ainsi que nous 
l'avons démontré , en supposant les ordonnées rectilignes et pa- 
rallèles. 

On verra qu'en supposant de plus que les ordonnées partent du 
plan (n) sans changer la direction suivant laquelle elles se coupent, 
p'est-à-dire , qu'à leur origine , sur le plan (n) , les nouvelles ordon- 
nées conservent avec les anciennes , un contact du premier ordre. 



M DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

|ir BIÉMOIRE. la sorface dérivée s'approchera infiniment plus encore de la pri* 

mitiye , et les sections de ces surfaces par le plan (tt) ne différe- 
ront plus entr'elles que de quantités «du troisième ordre. 

On verra, toujours en suivant la^méme marche, etensuppo- 
eant que les nouvelles ordonnées partent du plan (n) , en conser- 
vant un contact du second ordre avec les anciennes ; on verra , 
4is-je , que les sections du plan (^) sur les deux sur&ces , ne diffé- 
reront plus entr'elles que de quantités du quatrième ordre j et 
ainsi de suite. 

Enfin, on prouvera avec une égale facilité que les ordonnées 
secondaires conservant sur le plan (II) avec leurs primitives, un 
<x>ntact d'un ordre quelconque , les sections Ëdtes par le plan {n) 
«urles deux surËices,ne diffèrent entr'elles que de quantités d'un 
ordre supérieur de deux unités à celui-là ; et on en conclura 
généralement que les surfaces mêmes , primîlive et dérivée , ont 
en P un attouchement d'un ordre supérieur de deux unités à celui 
de leurs ordonnées respectives. Ce principe renferme tous tes 
théorèmes particuliers que nous venons d'exposer. 

Thiforéme gtfnc'rai Ou a supiposé, dans tout cc quivleut d'être dit, que les ordonnées 

d'un même système partent toutes ensemble du plan (II) sous une 
direction parallèle; cette hypothèse n'est nullement nécessaire; il 
suffit que les courbes ordonnées ne soient pas tangentes au plan 
( n ) , à p^otir du point P. de contact de ce plan et de la sur&ce 
(8). 

On a supposé que les points de (S) marchent sur des plans pa- 
rallèles au plan (n), ils peuvent marcher sur des surfeces quelcon- 
ques ((t'), ((t"), ((r"')y . . ., pourvu que celle (<r) qui passe en P ait 
nussi (n) pour plan tangent en ce point. 

Ces deux conditions remplies, le théorème Clivant aora Hça 
dans toute sa généralité, 
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« Que par des ordonnées curvilignes absolument arbitraires , i«» mémoim- 
7> on rapporte la position des divers points d'une surface (S), à 
:» ceux du plan (n) qui la touche en P; le point d'application de 
> chaquy ordonnée marchant arbitrairement sur une ^es sur&ces 
» quelconques (o-), (cr')j {a^')^ ...., quelle que soit la variation 
-» imprimée à la surface ^S) par ce transport général de ses points y 
n l^infinité des nouvelles sur&ces (2) obtenues delà sorte, auront 
y^ toutes en P, avec la primitive (S) un contact du second ordre, d 

En effet si nous considérons la courbe ordonnée f/n^fig. 8, dont le 
pied ^ est infiniment voisin du point P, et que nous menions- le plan; 
coupant (tt) parallèle au plan tangent (n) , mais à une distance in& 
Biment petite du second ordre ; la nouvelle ordonnée ^(jl partie du 
point <p y aboutira au point d'appUcation fx tel que la distance mp^ 
ne puisse être infiniment plus grande que ^m , ou simplement, que la 
distance des plans (rï) et (tt). Car alorâ l'une des deux courbes ordon- 
nées serait tangente au plan (FI) (ce qui serait contre l'hypothèse ). 
Ainsi mfM ne peut être plus grand qu'une quantité du second ordre^ 
Par conséquent la courbe mm! m!'. . • . sera transformée en celle 
fAfA!f4!'. ... telle que les distances des points correspondants m et/Ay 
m! ^if/Iyml' etf4l\ne puissent être plus grandes que des quantités du 
second ordre : les dimensions de ces courbes étant d'ailleurs du 
premier ordre. Or si du point m je mène la Ugne m/iÂ,^ v^ n qui 
coupe à la fois la courbe primitive mm!wi\ .... et sa dérivée 
l^t^Jfji'y .... ; les distances de m à )e^ et à (jl^ ne pourront être que 
dans un rapport fini; et puisque m/^ ne peut surpasser le second 
ordre , mfji^ ne le surpassera pas non plus : il en sera de même 
de nv^. Mais d'ailleurç les dimensions de m.m!ni\ ...., sont du 
premier ordre : donc mn est aussi du premier ordre. Et comme il 
ne difiere de ^t/^ que de quantités /n^tt,, v,n du second ordre, les 
cercles osculateurs des sections mPn , /jlVp faites par un même 
plan dans les deux surfaces primitive et dérivée, ne pourronb 
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1" MÉMOIRE, différer qu'infiniment peu l'un de Tautre j donc les deux sur&cea 

sont mutuellement oscula triées. 

<c Maintenant si l'on suppose dans la variation de forme- et do 
y> position de toutes les courbes ordonnées, non*seulen^t que 
j) leur origine demeure inyariable, comme dans le cas précédent, 
» mais qu'elles conservent de plus à cette «rigine un contact du pre- 
» mier ordre, c'est-à-dire, qu'elles restent tangentes à leur première 
y> direction , la surËice dérivée aura avec la primitive un contact du 
» troisième ordre ; puisqu'elle s'en rapproche infiniment plus que 
» dans le cas précédent* Si les nouvelles ordonnées conservent avec 
» les anciennes un contact du second ordre , les surfaces primitive 
» et dérivée auront entr'elles un contact du quatrième ordre; et gé« 
» néralement le contact des surfaces primitive et dérivée sera supé« 
9 rieur de deux unités à celui de leurs ordonnées respectives. » 

Énonce plus simple. Ccs énoucés généraux pourraient être rendus sous une forme 

équivalente, d'une manière plus rapide , il est vrai, mais qui serait 
moins appropriée à la marche que nous suivons , et surtout à Tap- 
plication que nous allons faire des propriétés dont ils sont l'expres- 
sion, pour déterminer la grandeur absolue des rayons de courbure, 
tant des sur&ces que des diverses sections tracées sur elles. 

Voici donc comment on peut e)[primer ces théorèmes avec la 
même extension, mais sous une forme qui ne rappellera plus le 
moyen de produire de nouvelles sur&ces (2) en contact de difiërens 
ordres avec la primitive (S). 

a Si Ton imprime à tous les points d'une surface (S) un mouvement 
parallèle au plan (II) qui la touche en P, ce point restant immo- 
bile, et le déplacement de ceux qui le suivent immédiatement étant 
dans un rapport fini quelconque, avec leur distance au plan (FI), 
k nouvelle surfkce (S) formée par cette transformation sera ton^ 
jours osculatrice en P à la primitive. Et généralement si le dépla* 
eement des points continus en P sur la sur&ce est avec leur 
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dislauce au plan Pdaus un rapport infiniment petit d'un ordre quel- *•' mémoire. 
conque m, quelle que soit ensuite à une distance |inie du point P, 
la transformation subie par la primitive (S), la nouvelle surface (2) 
aura toujours avec elle un contact d'un ordre /n + a de deux unités 
supérieur. 

On pourrait donner beaucoup de développement à ces divers 
principes, et en déduire plusieurs théorèmes qui peut-être ne 
seraient pas sans utilité. Mais en le faisant nous sortirions de notre 
sujet. Nous ne cherchons à r^^procher les surfeces que pour dé- 
couvrir , dans celles que nous ne connaissons pas encore, les pro- 
priétés qui doivent leur être communes avec celles qui nous sont 
déjà connues, ou que leur simplicité nous livre immédiatement. Il 
ne faut pas nous écarter de cette route, quelque attrait que puissent 
d'ailleurâ nous présenter d'autres objets, même assez voisins de 
ceux qui doivent nous occuper , pour ne pas leur paraître étran- 
gers. Peut-être, malgré cela, les personnes très- versées dans les con- 
sidérations de la Géométrie, trouveront -elles encore que }e suis 
entré dans trop de détails; mais si ces développements rendent plus 
facile ce qui leur semblera trop élémentaire, ils ne seront cer- 
tainement pas superflus pour tous les lecteurs. 

Au reste, dans la seconde partie spécialement destinée aux 
applications , nous montrerons quelques conséquences de ces prin- 
cipes, relativement aux surfaces qu'on décrit géométriquement 
par un système de sections planes parallèles , comme dans certains 
Levés topographiques, et dans les plans de Vaisseaux j nous trou-* 

verons par là l'occasion de présenter les vérités que nous ve- 

« 

nons d'exposer, sous une forme plus simple et plus fecile à 
retenir. Maintenant nous allons les employer à la recherche des 
rayons de courbure des surfaces , et généralement des diverses 
sections feites sur ces -surfeces. 

4 
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i» MÉMOIRE. Considérons la surface générale (S), fig* 9, coupée par le plaB 

Du rayon de cour- A AP/ct , noimal cu P à (S) , et dirigé arbitrairement ; demandons^ 

n^^Low dn^m- ^^^^ ^^ gTaudcur du rayon de courbure en P de la section A^PcToe^ 

**^' Si nous menons la droite A^T parsdlèle au plan (n) , tangent à (S) 

au point donné P, et seulement à une distance P^ du second 
oillre , on pourra regarder le petit arc AP^T comme appartenant au 
cercle osculateur de la section que Ton considère. Or on sait que 

le rayon de cet arc est, égal au quarré de - AcT di?i^ par aPy f 

ou simplement à g . 5— ^^- ♦ 

On voit d'abord par là que si Tdn faisait croître toutes les hau- 
teurs Ty proportionnellement entr'elles et au quarré des cordes 
AcT parallèles à (n) , les nouvelles courbes qu'on obtiendrait n'au- 
' raient pas changé de courbure en P ; et si Ton conçoit uo système 
quelconque de ces sections normales AAPcTa, A'A'P/'a',... propre 
à couvrir toute la surface (S) , en supposant que toutes ces courbes 
éprouvent à la fois la variation que nous venons d^imprimer à 
AAPcAx , dans cette transformation de la surface (S), chaque courbe, 
conservant en P sa courbure , la courbure même de la sur&ce (S) 
ne changera pas, et la surface dérivée osculera la primitive- 

De là résulte cette proposition générale : ce Si tous les points 



W Ponr démontrer la légitimité de cette valeur , considérons , fig. 10 , le petit 
are àVi" de APB ; P^a^P étant le cercle osculateur qui contient ce petit arc, 
€t la corde Af étant parallèle à la tangente en P de ce cercle^ le rayon OP 
sera perpendiculaire à la corde A^ qu*II coupera par son milieu 7. Or , dans le 
cercle , la demî-corde yi" est une moyenne proportionnelle entre les parties yV, 
^a du diamètre a>P qui la divise en parties égales , ce qui donne yP : yi" :: yi^i >a. 
Mais lorsque yV est infiniment petit , ^ a diffère infiniment peu du diamètre même : 

donc ce diamètre égale^ ou - . •=— ; et par conséquent le rayon OP =g • -pr-- 



THÉORIE. SECTION I. 37 

J^, cT', «T'', • • . . , A , A', A", ... de chaque section (^) faite sur la sur- i^ mémoire. 
face (S) parallèlement au plan (n) , sont joints deux à deux par les 
cordes <fA, cT'A', J^'A",. • . ., suivant une loi quelconque; en sup- 
posant que les cordés varient à la fois de manière que leurs quar- 
rés croissent ou diminuent comme les simples distances des sec- 
tions Qtc) au plan tangent (n), (ces cordes restant chacune arec P 
dans un même plan); on pourra former de la sorte une infinité 
de surfaces difiPérentes, qui toutes^ auront en P, avec la primitive 
(S) , un contact du second ordre. » • 

Ensuite , ainsi que nous Pavons exposé plus haut avec détail , 
en donnant à tout le système rapporté sur le plan ( n ) par des 
ordonnées droites ou courbes , une impulsion parallèle au plan (n), 
mais d'ailleurs absolument arbitraire : à chacune des sur&ces déri- 
vées que nous venons de former , pourra correspondre une infinité 
d'espèces difierentes de sur&ces ; et toutes ces nouvelles sur&ces 
dérivées seront encore, conune les premières, osculatrices de la 
surÊice primitive (S), 

On doit voir par l'étendue qu'ont pris les divers résultats aux- u eonnabtaace de 

quels nous venons successivement d'être conduits , que si la nature ^^«^ de *^!^ 

et la forme de la courbure d'une seule sur&ce nous étaient con- ^1^^^ '^^11 

nues , nous pourrions, par cet unique secours , atteindre à la même ij^^^^^^dùeSe 

connaissance dans les sur&ces les plus générales : puisque d'une en un icui de •« 
surface particulière quelconque nous pouvons passer à toutes les 
autres, ou sans altérer la courbure au point de contact P, ou en 
appréciant les altérations que nous devons y apporter. 

m 

Mais la sur&ce de la sphère nous est parËdtement connue ; la UfpiièracYioifiepoiir 
ffphére est d'ailleurs, relativement à sa courbure , la plus simple de ^^^^ dc*o«« 
toutes les surfaces ; tous ses rayons de courbure sont d'une même ^"^J^ w^ 
grandeur, ils sont égaux à son rayon descripteur ; ces rayons- sont ^' 
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i« MÉMOIRE, en même temps ceux de toutes les sections normales de la sphère: 

enfin , les rayons des sections obliques ne sont autre chose que 
la projection , sur le plan de ces sections , des rayons de courbure 
de la surface qui viennent aboutir à la circonférence de ces 
mêmes sections obliques. Si donc par la connaissance de la cour- 
bure d'une seule surface , nous sommes en , état de nous élever à 
la connaissance de la courbure de toutes les autres , la sphère est 
Certainement la plus propre à nous faire atteindre ce but le plus 
rapidement et le plus simplement possible. C'est elle aussi que 
nous allons employer pour y parvenir. ( Voyez la note III. ) 

Soit (S) , fig. lo , une sphère touchée en P par un plan (n) ; sup- 
posons que tous les points de cette surface s'élèvent proportion- 
nellement à leur hauteur sur (n) , sans changer de projecti(Mi sup 
ce plan. Alors les cordes AJ^ n'ayant pas changé, tandis que les- 
hauteurs verticales Ty ont cru proportionnellement entr'elles , les 

rayons è- p- des sections normales en P auront tous varié dans 

un rapport inverse. Or , dans cette transformation , la sphère est 

devenue une siurÊice du second degré et de révolution (^\ ayant 

le point P pour sonmiet , et pour rayon de son cercle principal ,. 
«€ égal au rayon Ob de la sphère; tandis que P«, demi-axe de 
révolution , est avec le même rayon dans le rapport de variation 
des ordonnées. De là résulte ce premier théorème : c< Le rayon de 
courbure des sections normales d'une surface du second degré 
de révolution , est au sommet P de la surfece égal au quarré du 
demi-axe aë étranger à ce sommet y divisé par le demi-axe Pa> pas- 
sant par ce sonmfiet qui fait partie de l'axe de révolution. » 

Vaienrs des rayons de II suit immédiatement de là que le rayon de courbure dHme 
dTwcond SgîT" courbe du second degré «jSPf ^ , fig. 1 1 , est au sommet P de cette 

courbe , égal au quarré du demi-axe étranger au sommet ^ diyiâé 
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toar la moitié de l'autre axe ^^ = ^. Mais si nous transpor- '" mémoiwï. 

tons le centre t» de cette courbe dans la direction de Taxe fiooÇ , 
en cà'y par exemple , Taxe lia>€ deviendra j8'a»'€' sans changer d« 
longueur , et l'autre axe Po^a deviendra ?<»'«' qui, dans la nouvelle 
courbe du second degré , n'est plus que le diamètre conjugué de 
/8'(»'^'. Or, d'après ce que nous avons démontré plus haut pour les 
sur&ces , eU[ui est , à plus forte raison , vrai pour les lignes courbes , 
la nouvelle courbe a'/3'P€'ût' est osculatrice en P de la primitive 
ctjSP^a ; donc 4eur conunun rayon de courbure en P est encore 

p^ = -p^ , c'est-à-dire que le rayon de courbure d'une ligne du 

second degré y en un point P quelconque , est égal au quarré du 
demi^diamètre oJQ! parallèle à la tangente de la courbe en P, 
divisé par Poà distance de ce diamètre au point P. 

Il est essentiel de retenir cette propriété générale des courbes 
du second degré , car nous en ferons par la suite un usage 
contmuel. 

Considérons actuellement, en son sommet P, fig. la, une sur- Appiîcatîonautm- 
face quelconque du second degré (^\ Nous savons déjà que les <ire. Vaieu™ °cL 

^ ^ leur» rayons de 

deux lignes de courbure qui se croisent en ce point, sont les co"^"»^* « d» 

^ * ^ ceux de leurs sec- 

deux sections principales sur lesquelles il est placé; et conune ce tîons normales. 
point est en même temps le sommet de ces deux sections , on voit 
que le quarré du plus grand ou du plus petit demi-axe , étrangers 
au sommet P^ divisé par la moitié du troisième axe, est égal au 
plus grand ou au plus petit rayon de courbure en P, Pour avoir 
en ce même sommet P, le rayon de courbure d'une section nor- 
male quiconque jbtPyu , on déterminera le diamètre iul!»ijl que le 
plan de cette section trace sur le plan principal étranger à P; 
cela posé, la troisième proportionnelle au demi<Lxe contenante, 
etàtld moitié de ce diamètre, sera le rayon demandé. 
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MÉMomF. lûclinons ensuite , de la manière la plus arbitraire , les ordon^! 
nées de cette surfece, normales à (n); pourvu qu'elles restent 
parallèles à une droite unique , mais quelconque , nous formerons 

une nouvelle surface du second degré Ç^j osculatrice en P à la 

primitive ^ ^ ) . Le sommet P ne sera plus que Textrémité d'un 

diamètre quelconque, et la section fi/^/Jt^fi sera transportée en 
/S'f/fC/jL'fi' parallèlement à sa position primitive etèeans varier 
dans sa forme : donc, premièrement, les axes de cette section 
diamétrale ^'f/J&i/!^' ne cesseront pas d'être parallèles à la direc- 
tion eiieP des lignes de courbure de la sur&ce; a les rayons de 
courbure de la nouvelle surface seront encore une troisième pro- 
portionnelle à la distance P» de (n) à la section ^'fjJ&iJt!^' , et 
respectivement à chaque demi-axe de cette section diamétrale : 
enfin , les rayons de courbure des sections normales quelconques , 
seront toujours une troisième proportionnelle à la distance Pa> ^ 
et au demi-diamètre où'fd! parallèle au plan de la section normale, 
ainsi qu'au plan tangent (n). » 

Nous sonmies donc en état , à présent , de déterminer pour une 
surface du second degré quelconq^ie , et pour chaque point , ses 
rayons de courbure, ainsi que ceux de toutes ses sections nor- 
males ; et conune les rayons des sections obliques ne sont^ ainsi 
que nous le ferons bientôt voir , que les simples projections des 
premiers rayons , il n'est aucun point de cette sur&ce où nous ne 
puissions déterminer la grandeur et la direction de ses deux cour- 
bures , ainsi que le rayon de courbure de toutes les sections qu^on 
peut faire par ce point sur la surface. 

Les derniers résultats que nous venons de développer, se 
trouvent exposés , mais sans démonstration , dans un Mémoire 
sur la description des surfaces du second degré, inséré dans les 
journaux de rÉcolePolytechnic[ue,tome VÏI, cahier XlVjteulement 



/ 
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ilfi y sont présentés sous une forme différente , parce que les i" mémoire. 
quantités qu'on y considère sont désignées sous des dénominations 
particulières au travail dont ce Mémoire est l'objet « nous allons 
feire voir le plus rapidement possible , l'identité de ces diyeraes 
propositions. 

Soit AB , fig. i3 , une droite mobile dont deux points i , a , tou- ^"^J^^^^^^^ÎJ 
jours les mêmes , soient assujétis à demeurer respectivement sur ^ ces lignci « à <» 
les droites directrices fixes OI, OII j en concevant que cette droite 
prenae successivement toutes les positions qui peuvent satisfaire à 
cette hypothèse, chacun de ses points P décrira une courbe du 
second degré autour du point O comme centre. 

Lorsque le point i glissant sur 01, arrive en O, le point a res- 
tant toujours sur OU , P s'applique aussi sur OII en Y. Au con- 
traire , lorsque le poiîit a arrive en O , le point i restant sur 01 , 
P s'applique aussi sur 01 en X ; et Pi , Pa , portions invariables de 
la droite mobile , sont par conséquent égales aux directrices OY , 
OX. Chaque courbe du second degré présente une infinité de sem- 
blables systèmes de génération. Enfin , dans le système unique où 
les deux directrices OX, O Y sont à angle droit, la courbe devient 
à la fois symétrique par rapport aux deux directrices , et elles sont 
évidemment ses axes mêmes. 

■ 

Cela posé, en concevant la position de la droite mobile l'P'a' où 
elle se trouve perpendiculaire à l'une des directrices , à OX , par 
exemple , P' sera le plus loin possible de OX : donc , l'P'a' sera 
normale en ce point à la courbe. Ainsi la tangente à la courbe en 
P' étant alors perpendiculaire à l'P'a', comme l'est OX, cet O^ 
et la tangente en P' seront parallèles ; donc OP' sera le diamètre 
conjugué à OX. Or , le rayon de courbure de la courbe du 

second degré est en P' , ~ : donc û est aussi -^ ( puisque 
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ïtr MÉMomB. OY = iP = l'P' ) j c'est-à-dire , qu'étant donné un point quelconque 

P', sur une courbe du second degré , si on cherche le diamètre OX 
conjugué à cfelui passant en P', et qu'on le regarde conune une 
directrice , la troisième proportionnelle à cette directrice OX et à 
sa directrice conjuguée OY , sera le rayon de courbure demandé. 

Tous ces résultats , en se généralisant dans l'espace , sont sus- 
ceptibles d'être appliqués aux surfaces du second degré. Soit , 
fig. i4 , une droite mobile AB sur laquelle on détermine trois points 
1 , a , 5, toujours les mêmes. Si l'on assujétit le premier, i à rester 
toujours sur un premier plan directeur I ; le second a , sur un 
second plan directeur II ; le troisième 3 , sur un troisième plan 
directeur III ; en imprimant ensuite à la droite AB tous les mou- 
vements compatibles avpc cette hypothèse , chacun des points P 
de AB décrira une surface du second degré , dont le centre O 
sera la compaïune intersection des trois plans directeurs I, II, M. 

En appliquant à ces surfaces ce que nous venons de dire sur les 
courbes du même degré , nous ferions voir facilement que les parties 
Pi , Pu , P3 de la droite mobile sont respectivement égales aux 
directrices OX, OY, OZ, comprises entre la surÊice XYZ et son 
centre O ; que de plus chaque sur&ce du secoad degré peut être 
produite par une infinité de pareils systèmes de plans directeurs 
I , II, III, au moyen d'une droite mobile convenable, etc. 

Lorsque deux directrices OX, OY sont rectangulaires entr'elles, 
elles se confondent avec les axes de la courbe tracée par le point 
P sur le plan I , lieu de ces directrices ( comme nous l'avons dit 
il n'y a qu'un moment , en parlant de la génération des courbes du 
^cond degré). Quand les plans directeurs I, II, III sont à angle 
droit , ils sont les plans principaux de la surfece |engendrée ; et , 
dans tous les cas , chaque partie Pi , Pa, P3 est égale à la droite 
normale à la surface , et respectivement perpendiculaire au plan I , 
fiu plan 11^ qu plan III. 
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On doit voir par là , que si Ton se propose d'obtenir les rayons !•' mémoire. 
de courbure de la surface en un de ses points P, fig. i5, il faut 
opérer ainsi : en menant le plan XyOxY conjugué au diamètre 
POp ; en regardant ensuite les axes XOx, YO^ de cette section 
comme les 'deux directrices placées sur le plan directeur ( I ) , la 
troisième directrice OZ sera égale à la droite PM, à la*fois normale 
en P à la sur&ce , et en M à la section diamétrale OXY: enfin ^ les 

deux rayons de courbure de la surface en P, seront p^, -pji-, 

OX^ OY» 
"^ OZ ' "OZ^- 'ï 

Actuellement il est facile d'apercevoir l'identité des principes 
développés plus haut , avec les propositions suivantes , extraites 
du Mémoire que nous avons cité, 

(c Étant donné un point quelconque P sur une siir&ce du second 

j^ degré Ç^ji si l'on conçoit le plan tangent en P à cette sur&ce, 

» et la section diamétrale qui lui est parallèle ; puis qu'on déter- 
• » mine les axes de cette section, c'est-à-dire, son système de 
» directrices orthogonales. ... 

La droite menée par le point P parallèlement à la plus 
grande directrice^ sera tangente à la ligne de moindre courbure. 

La droite menée par le point P parallèlement à la plus petite 
directrice , sera tangente à la ligne de plus grande courbure. 

<c On regardera ces directrices de la section diamétrale comme 
» directrices de la sur&ce elle-même ; d'après cela , la troisième 
» directrice sera la distance de P à la section diamétrale qui con^ 
^ tient les deux autres , et alors .... 

Une troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 
la plus grande des deux autres, sera le rayon de moindre 
courbure, 

Pne troisième proportionnelle à la dernière directrice et à 

5 
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!•» MÉMOIRE, la plus petite des deux autres , sera le rayon de plus grande 

œurbure. 

Dans la note I'* du second Mémoire ^, nous présenterons ces 
mêmes valeurs par l'analyse, en les rapprochant de celles qui 
seraiebt fournies par les méthodes ordinaires du . calcul dififêren- 
tiel j afin qu'on voie mieux l'avantage que présente la très-grande 
sunplicité qui les rend propres, surtout, aux opérations graphiques 
de l'artiste et de l'ingénieur. 

Vdeun det rayons Jusqu'ici nous u'avous cousidéré dans les surfaces que leurs 

«s sections ohli- ■* . ' ^ , 

qnet des surfaces, scctious normalcs j il uous reste à nous occuper des sections 

obliques , pour en déterminer aussi la courbure, et compléter par 
là ce que nous avons à dire sur la recherche des rayons de cour*- 
bure des sur&ces, et de leurs sections quelconques. 

Pour arriver à ce but, nous allons présenter deux méthodes 
diflTérentes : l'une moms élémentaire , il est vrai, mafe plus géné- 
rale , et qui nous fournira l'occasion de déduire {^usieurs pro* 
priétés nouvelles de l'étendue, comme conséquences des théorèmes 
que nous avons* exposés au commencement de ce paragraphe ; 
)a ^coode, plus simple, plus facile ^ suffisante enfin pour ceux qui 
voudront s'/ borner , et se contenter de renchainement le plus 
restreint des vérités qui leur sont plus particulièrement utiles. 

Première miJthodc. La surfacc quclconquc (S), fig. 16, étant osculée en P par une 
Propriétés gën<fraies àutrc surfecc aussî quclconquc (1) , traçons sur la première la 

courbe arbitraire MPN ; faisons ensuite varier cette surface avec 
toute la généralité que ses transformations comportent , sans que 
sa courbure en P cesse d'être la même ; et nous avons vu qu'on 
peut !e &ire d'une infinité de manières différentes. Dans ces trans- 
formations diverses, la courbe MPN restant t(wjoar8 sur une 
surfece osculatrice de ( S ) et de ( 2 ) , ne cessera pas elle-même 
d'osculer ces deiax surfaces : cela est évident. 
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Mais d'après la généralité que nous ayons donnée aux change- 
ments déforme dont est susceptible la sur&ce (S), sans que sa cour-* 
bure en P soit altérée y c'est-à-dire , sans qu'elle cesse d'être osculée 
en ce point par une sur&ce primitive et invariable (2) , il est éga-> 
kment évident que toute surface (/) y circonscrite à ( S ) suivant 
MPN, sera susceptible d'être en entier parcourue par la courbe 
MPN, dans les* transformations infinies que cette courbe peut éprou- 
ver sans cesser d'osculer à la fois (8) et (2). 

On observera d'ailleurs que dans toutes les positions de la courbe 
MPN , sa tangente PT en P n'a pas cessé d'être la même y parce 
que dans le mouvement général des points de ( S ) , tous les points 
du plan tangent demeurent immobiles , et qu'à partir immédiate- 
ment du point de contact, le déplacement des points de (S) est 
infiniment petit par rapport à leur distance à^ce point : la tangente 
de MPN est donc restée constamment la même ^*\ Seulement 
le plan osculateur de k combe MPN a ^pu prendre au point V, 



(^ Cette démonstration abrégée étant ici la seule qui puisse arrêter ceux qui 
ne seraient pas très-familiers avec les considérations géométriques infinitési- 
males , nous allons la rendre plus sensible en la développant un peu davantage. 

Rappelons -nous que dans nos théorèmes sur la transformation des surfaces 
toujours osculatrices , la condition essentielle et permanente est que , a partir 
du point P, le déplacement des points >de la siffface primitive .(S) , ne soît pat 
infiniment plus grand que la distano? de oee points au plan tangent en P. 
Soit donc M^N'^ fig. iS bis , la nouvelle position de MPN sur une des sur- 
faces dérivées de (S) ; en menant par les points A et ^ de MPN « et par les points 
correspondans A' et i^ de M'PN'^ les deux cordes ùi", ùfi^ éloignées du plan (n) , 
ou de la tangente PT ^ de distances Py , Vy' infiniment petites du second ordre, 
les cordes A^» A'<^ seront nécessairement du premier ordre (si P n'^st pas un 
point singulier ). Mais , par hypothèse , les déplacements AA^ , 4^ ne peuvent 
^ire infiniment plus grands que P^ ou Vy* : ils sont donc au pins duaecond ocdre, et 
par o(»86c|aent^ \t -petit axe I^W nit tangent en P an premier. 
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I*' MÉMOIRE, successivement toutes les positions autour de cette tangente. Or, 

ce même plan coupe toujours (S) et (2) suivant deux courbes 
nécessairement osculatrices de MPN ; puisque sans cela , MPN 
cesserait d'osculer ces surfaces. Donc (/) étant la surface engen^ 
drée par MPN , cette surface n'aura plus d'autres relations , i*. avec 
(S), que de la toucher simplement suivant une courbe MPN, ayant 
PT pour tangente en P; a*, avec (2), que de lui être tangente en 
P , et d'avoir seulement une certaine courbe MPN , osculatrice à 
( 2 ) , suivant une direction quelconque PT. 

Et, ces seules conditions satisfaites , toiUes les sections pos- 
sibles , faites à la fois dans (S), dans (2), et dans {f), 
par un même plan contenant PT ^ seront mutuellement oscur 
latrices. 

Nous prouverions $ivec une égale facilité , et toujours en suivant 
la même marche, que si deux surfaces quelconques (S) et (/) 
avaient dans toute retendue d^une courbe MPN^ un contact 
d^un ordre m , toutes les sections possibles faites dans ces sur-- 
faces par un même plan , tangent à leur courbe de contact , 
auraient entr' elles un contact de V ordre immédiatement supé- 
rieur m+ i. 

Application aux con- Maintenant nous allons rendre sensibles ces généralitéis , en les 

appliquant seulement aux contacts du second ordre qm ont lieu 
entre des courbes placées sur des surfaces , ou simplement tan- 
gentes suivant toute une ligne courbe , ou simplement osculatrices 
suivant une seule direction, et n'ayant plus alors qu'un seul p<Mnt 
de contact 

Eiempieofiertparia Une Sphère, par exemple , étant circonscrite par un cylindre, 
loriMi roodi. gj ^ tangentiellement au grand cercle contact de ces surËices , on 

suppose qu'un plan , d'abord normal aux deux sur&ces primitives , 
s'incline de plus en plus vers le plan tangent ^ il ooupera la spbére 
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ècuvaiit uïi cercle de plus en plus petit , le cylindre suivant une i« mémoire. 
courbe du second degré de plus en plus grande , et cependant le 
cercle et la courbe du second degré ne cesseront pas d'être os- 
culatrices. 

Et si l'on regarde l'un des points de contact de la sphère et du 
cylindre connue le sommet d'une sur&ce de révolution osculée en 
ce point par la sphère même , toutes les sections Ëiites , à partir 
de ce sommet, par des plans tangents au cercle de contact des 
deux premières surfaces ( la sphère et ce cylindre ) ; ces sections , 
dis-je, seront également osculatrices de? sections Ëiites par les 
mêmes plans sur la sur&ce générale de révolution. C'est la seule 
relation «qu'auront conservée les courbures du cylindre et de la 
eur&ce de révolution j car partout ailleurs qu'au sommet lieu du 
contact , ces sur&ces ne seront même plus tangentes. 

Dians ces deux exemples, la sphère est la surlace (S), le; cy- 
lindre la sur&ce (/) , et la surface de révolution la surface (2). 

» 

Ces propriétés sont susceptibles de nombreuses applications dans consdqnences ^né» 
les théories de la perspective et des ombres : nous nous contente- pe^Ji^uWi aux 
rons pour le moment d'en offrir une seule. ""^^^^ 

Si , fig. 17 , on mène dans la sur&ce quelconque ( S ) un plan PA, 
qui la coupe normalement au point P, et qui soit parallèle au plan ho- 
lizpntal de projection, toutes les courbes PB, PC, PD, qui seront 
tratées sur (S) tangentiellement en P à ce plan normal , se projetto- 
ront horizontalement suivant des courbes PB*, PC*, PDa ( Voyez 
note IV) , mutuellement osculatrices en ce point; quoique dans 
l'espace leur rayon de courbure diminue de plus en plus à mesure 
que ce rayon s'incline vers le plan tangent. 

Et plus généralement encore : si l'on projette sur un plan quel- 
conque, fig. 18 (c'est ici le plan horizontal), le contour apparent ^ 
d'une surÊice (S) , toutes les courbes PA, , PB,, PC,, seule- 
ment tangentes en P, au contour apparent PO,^ se projetteront 
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{•r MÉMOIRE, suivant des courbes PAa, PBa, PC^ , qui toutes osculerorU 

en Pa le contour apparent PO^ y quelle que soit d'ailleurs et leur 
forme , et leur position , et la grandeur absolue de leur courbure 
dans l'espace. 

Enfin, ces mêmes propriétés existeraient encore, si, au lieu de 
prc^ections par lignes parallèles , ainsi qu'on peut les employer 
dans la détermination des ombres produites par la lumière so« 
iaîre , il fallait se senrir de projections coniques , conmie cela a 
lieu dans la perspective , et les cmibres produites par des points 
lumineux à distance finie des corps éclairés. « Toutes les courbes 
qui , sur le corps éclairé , seraient simplement tangentes à leur 
contour apparent, lorsque ensuite on les aura projetées ainsi sur 
des surfaces quelconques , y seront osculatrices de la projection du 
contour apparent. » - 

Concevons maintenant une snr&ce générale (S), fig. ig, et 
traçons sur elle la courbe quelconque f^Vy; concevons le cercle 
PA osculatcur de cette courbe en un point P, et par ce cercle 
une sphère (2) tangente à la surfece (S) au même point P. D'après 
les principes que nous venons d'exposer, deux sections faites ar- 
bitrairement sur (S) et (2) par un plan tangent en P à PA ou à /uiPy , 
seront nécessairement osculatrices. 

Donc , premièrement , toutes les sections cTune sur/kce , tan- 
gentes à la même courbe , et par conséquent à la même droite ^ 
en un point P de la surface, ont leurs cercles osculateurs sur une 
seule et même sphère ^*\ 



^^ Dans la figure âo y nous avons voulu rendre sensibles ces- propriétés de 
la sphère par rapport aux sections obliques et normales des surfaces quel- 
conques. La normale PF de la surface (S) est supposée parallèle aux deux plans 
dé projection ; par conséquent^ le plan tangent de (S) mené par le point P, est 
pe|-pendiçulaire à qfs deux plans. Donc aussi ^ 1^ points P, ^ Pa joot sur te 
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Mais il est évident .que le rayon descripteur même de la sec- itr mémoire* 
tion plane y faite dans la sphère^ est le rayon de courbure de la 
section Ëdte dans la sur&ce (2) ; or , si sur la sphère on fait , à 
partir du même point P , une section normale et une oblique , 
tangentes en ce point , on aura d'abord un grand , puis un petit 
cercle; et au point P de leur contact, le petit rayon sera la pro- 
jection du grand rayon, sur le plan du petit cercle : donc , si deux 
sections planes d'une surface (2), l'une oblique, l'autre normale 
à la surface en un point P , sont tangentes en ce point , le rayon 
de courbure de la section' oblique sera, sur le plan de cette 
section, la projection du rayon de courbure de la section 



contours apparents de (S), et (S)a. Maintenant^ par le point P menons une tangente 
horizontale PTa^ suivant laquelle nous ferons passer d'abord une section plane nor- 
male ^ puis toutes les sections obliques possibles^ pour le point ?• Ces plans couperont 
la surface (S) suivant des courbes dont les projections VmMk , PnNji / Pn'N'* seront 
quelconques^ tandis que les autres projections PM^, PNy, PN\ sont des lignes 
droites ; ce qui doit être , puisque les plans où ces courbes sont tracées sont 
perpendiculaires au plan vertical de projection. 

Soit VmMh la section normale ^ et C le centre de son cercle oscnlateur Va A ; 
d*après ce que nous avons démontré , toute section oblique PN , PN', a pour cercle 
osculateur VbBrr celui dont le rayon Pc, est (sur le plan de la section oblique) 
la projection du rayon PC» de la section normale. D'ailleurs,^ est évident 
que tous ces cercles P6B format une sphère ( S ) dont PaA est le grand 
cerde. 

. Or, le petit corcle P&Brv se projette horizontalement suivant une ellipse P&B& 
dont nous pouvons obtenir immédiatement le rayon de courbure ; car P est le 
lommet du petit axe , et le demi-grand axe bck est précisément égal au rayon Pr» du 

L^ Pr* 

cercle projeté. Donc k rayon cherché = -^— . ... 4 = —, . . ,,. Mais dans le 

Pc* * 

triasse rectangle PcC» , il est évident que •=-- s= PC. Donc le rayoïf de cour- 
bure de reHipse PbBu est en P précisément égal au rayon PC du cercle oscu- 
lateur de la section normale. 
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i«r MÉMOIRE, normale. Telle est la loi extrêmement simple qui lie la détermi- 
nation des rayons de courbm*e défi sections obliques des sur&ces ^ 
à la même détermination pour les sections normales. 

Sccondemcthoac,par Nous aurious pu parvenir à ce dernier résultat d'une manière 

les osculatrices du 

•ccoud degrc, pJ^3 immédiate , en considérant la surface du second degré \^)j 

fig. 12, osculatrice en P de la surfece générale (S). En effet, inclinons 

les ordonnées de (j\ , sans altérer leur parallélisme, et sans que les 

pointe d'application cessent d'être à la même distance du plan (n) tan<> 
gent en P à cette première surface du 9ecpnd degré; nous savons que 

la nouvelle, ( ^ J > produite ainsi, osculera ( ^ ) y ^t P^ conséquent 
la primitive (S) , au point P. Par cette transformation, la section nor- 
male fzVfJL de (^ deviendra une section oblique ^T/u' sur ^ ^' ) , et 
ces deux courbes auront en P la tangente commune PT parallèle au3Ç 
diamètres égaux a« a^, ^V- ^^^ ^^t évident. Mais cê étant le centre de 

r^) et (»' celui de (f\ les rayons des courbes du second degré 
fjîPf^ et f4/Ffji' seront, ainsi que nous Favpns Êdt voir, Pr= pjj ; 
Pr' = !^j et, puisque a/iA=:«y, on voit que ces deux rayons 

sont réciproquement entr'eux comme P« et P^'j c'est-à-dire, que 
le rayon rr' de la section oblique sera le rayon de la section 
normale Pr, projeté sur le plan de cette section oblique. Enfin ^ 

comme ces deux sections de ^^^ et (^j sont osculatrices aux 

sections fiâtes par les mêmes plans sur la sur&ce générale ( S ) 
( puisqu'elle-même est complettement osculée par ces deux sur-? 
Êices ) , nous devrons en conclure la relation des sections obliques 
aux sections normales , à laquelle nous sommes parvenus par dés 
considérations plus longues, mais plu? générales ^ et qui remplis-^ 
siéent d'autres vues. 
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I«r MÉMOIRB. 

S IV. 



TJiéorie des tangentes conjuguées. 
Jusqu'ici nous n'avons , pour ainsi dire , considéré les sur&ces CoMidéradoMinrirt 

_ ^ * ^ plans tangentfljicla- 

que dans leur forme intérieure. Nous les avons coupées dans tous iîtci à u combore 



detfurfaoci. 



les sens possibles, et nous avons déterminé tout ce qui pouvait 
être relatif à leurs sections diverses , à leurs normales , à leur 
courbure. Mais , si la courbure des surfaces peut être également 
connue par la flexion plus ou moins grande des courbes tracées 
sur elles, ou par Tinclinaisôn successive des normales l'une sur 
l'autre , elle peut l'être de même par la détermination des diverses 
positions dont sont susceptibles les plans tangents, sur la surface 
qu'ils touchent. Nous venons, si je puis parler ainsi, d'anatômiser 
ies surfaces et de les décomposer dans leurs dernières parties; 
rendons-leur actuellement leur forme entière, et voyons de quelle 
manière nous pourrons niarcfaer sur elles dans les directions 
successives de leurs plans tangents. 

Concevons que par un point quelconque p d'une surface ( S ) , owinrfaceidëfeiop. 
ng. ai , on mené le plan (n) tangent a cette surface, et que sans qmt- iax«irfacei à dou- 
ter ce plan on veuille passer sur le plan immédiatement consécutif "«^«^^^ 
(ri') tangent à (S) au point/?' pareillement consécutif à P, on ne 
pourra le faire que suivant l'intersection P'A' de ces deux plans ; 
de même pour passer du plan (O') à celui (II") tangent à (8) en p^ 
consécutif à/?', il faudra marcher sur l'intersection F'À" de ces 
deux plans , et ainsi de suite. Le système des intersections P'T', 
FT", P"T'",.. . formera, comme on sait, une surÊice develop- 
pable , et il est évident que la forme de la surface (S) aura , avec 
celle de la dç veloppable , et de leur courbe de contact PP'F'P'",. . ., 
une relation nécessaire; puisque la détermination de la première. 

6 
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1^ MÉMOIRE, de ces grandeurs graphiques et d'une des deux autres , entraîne 

forcément celle de la troisième. Cherchons donc à connaître plus 
particulièrement en quoi peut consister cette relation-: nous dési- 
gnerons ordinairement par (D) la surface développable circonscrite 
à la surfece (S) , et composée de toutes les tangentes PT, P'T',, 

A X I • • • • 

RdiaUofi B^oetiaire Soit mené à (S) y fig, 39, pcuT uo de ses pointa P, la tangente 
de uun arécei 7t Hidéfinie PT, et concerona toutes les déyeloppables (D), (D')> 
df wniTi' w^k ( ^")- • • • qui, circonscrites à la sur&ce générale (S) , ont seule- 
^bL* "^ïï ^^^^ ^ conMnunFaréte PT. Chaque développable (D) , (DQ, (D"),.- 
•iwoMcmem. auTa avcc (S) une courbe de contact Pf , P?', P?",. . . .j or, je 

dis que toutes ces courbes seront mutuellement tangentes en P. 

En effet, Faréte PT d'une développable (D) est l'intersection do 
deux plans tangents. (Il) , (n') immédiatement consécutife ^*\ et cette 
droite étant supposée rester la même pour toutes les développabtes 
qoePon considère, elles auront toutes les deux, mêmes plans tax^ 
gents (n), (n^) ; et par conséquent les points p^p à^ contact de ces 



( * > L'esprit de la m^ode des infiniment petits est de regarder les surface» 
déyeloppables ^ circonscrites i des surfaces quelconques > comme Tensemble d*une 
Infinité de zones planes infiniment étroites; alors les arêtes de la surface déye* 
loppable sont les inter s ections ^ «t , si je puis parler ainsi ^ les sutures de ces 
sdnes ; alors encore k surface développable est^ pour la surface â double coupi 
bure:> ce: qa*est pow une ligne conibe quelconque, un poljgont &coasarit, et 
d'HJne infinité de eûtes. 

On voit parfaitement que , d'après cette manière de coace^ir la surface dére» 
loppable CD) y fig. sa, chacune des zones planes qui sont «nies par l'arête PT > 
touchant la surface générale en un point (sur la courbe de contact de la sur-- 
face générale et de la développable), deux zones inmiédiatement consécutives dé- 
terminent deux points infiniment voisins p^ de la courbe de contact, et par consé- 
^leac sa tangente piyV, Donc , peur toutes les svbces dévdoppaUes possiblee 
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plans avec (S), seront les mêmes pour toutes les (D). Donc toutes icr mémoire. 
les courbes de contact auront en conmiun les deux points immé- 
diatement consécutif Pt p' i donc elles se toucheront toutes à 
partir de ces points, ou de P : ce que nous yoùlions démontrer. 

Si , par exemple , on suppose que toutes les déyeloppables (D) 
doivent être coniques; quelque position que prenne sur PT le 
centre du cône, quoique la courbe de contact change de forme 
chaque fois avec la position du centre du cône , la tangente p^p't 
à toutes les courbes de contact , ne changera pas pour cela. 

Les droites PT , Yt ont donc entr'elles une relation nécessaire ; 
elles sont telles que quand l'une d'eUes est déterminée , l'autre l'est 
pareillement : la position réciproque de ces droites doit dépendre 
de la forme de la surface (S) en P; et comme nous cherchons 
constamment à connaître cette forme , ce sera dans une telle re-- 
éfaerche un pas de fait, que d'avoir déterminé les relations qu'ont 
entr'elles les arêtes PT des développables (D) , et les tangentes P^ à 
leurs lignes de contact sur (S). 

Supposons que PT, PTT, fig. a5, soient deux arêtes consécutives 
de la surface développable (D), et soit W't la tangente à \A 
courbe de contact; soit ensuite la droite P^P'^, menée par les seconds 
points P, et P' , que les arêtes PT, P'T ont de commun avec la 
surËtce (S) ; cette droite coupera évidemment PP'f. Si donc on re- 
garde ces deux droites comme les arêtes d'une nouvelle sur&ce 
développable (A), la droite PP,T deviendra la tangente à la couribe 
de contact de (A) sur (S). Donc les deux droites PT, Yt sont réci- 



(D)^ (I>^)> C.D''),. ..., circonscrites à k sur&ce (S)> et qui ont en eonamm 
l'arête PT , les coivbes de contact Pf » Py^ P^'. . • . ^ont tangentes en P. 

Je snis entré dans ces détails qa*on trouvera peut-être superflus ; mais c*est afin 
d'aller au devant de toute objection qui pût avoir même une apparence de fond»« 
ment^ et de prévenir ^ dans res|frit des Élèves^ des doutes qui les axrêtent et 
ifaelqnefois les dégoûtent. 
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I" MÉMOIRE, proquement arête et tangente des surÊices développables (D), (A), et 

de leurs courbes de contact sur (S) : nous les nonunerons pour ce 

Tangentes con)u- ^ ^ ^ ^ * 

guiîet. motif tangentes conjuguées , et plus bas , nous présenterons encore 
d autres raisons de cette denonunation. 



Utilité de lenn 
uppiicaiions. 



La considération de ces tangentes conjuguées pourra devenir 
d'un très- fréquent usage dans les opérations de la géométrie des- 
criptive. Ainsi, par exemple, il est facile de voir dans, les théo-* 
ries de la perspective et des ombres , que la direction du rayon 
visuel ou du rayon lumineux, et celle du contour apparent , ou de 
la ligne séparation d'ombre et de lumière , sont , pour chaque point 
de ce contour ou de cette ligne , les directions d'un système de 
tangentes conjuguées. La connaissance des rapports qui lient les 
tangentes de semblables systèmes , conduira donc immédiatement 
à la détermination des éléments les plus délicats des ombres et de 
la perspective. C'est ce dont nous offrirons plus tard un exemple 
remarquable , en nous proposant de déterminer sur la vis rectan- 
gulaire , la ligne de séparation d'ombre et de lumière. Mais la coupe 
des pierres et la catoptrique nous ofi&iront des applications plus 
remarquables encore. 

Oflrons un autre exemple. Lorsqu'une batterie rasante est placée 
sur une colline , la ligne magistrale ou la direction de la batterie 
est la courbe de contact d'une surface développable , circonscrite 
au terrein de la colline , et qui va tracer en avant la ligne de 
démarcation des points soumis au feu de la batterie , et de ceux ^ 
au contraire , qui s'en trouvent défilés par la seule configuration 
de la colline. Là ligne des feux dirigés sur cette développable, et 
la direction de la batterie , forment précisément un système de 
tangentes conjuguées siu* la surfece de la colline. Donc, cette ligne 
de feux étant connue , pour enfiler la batterie par d'autres feux , 
il faudra se diriger sur la tangente conjuguée à cette ligne. Je n'ofifre 
cet exemple que pour rendre mes idées sensibles aux officiers 
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familiarisés avec les considérations militaires , parce qu^lne telle itr mémoire. 
méthode ne convient jamais qu'aux recherches du cabinet , ou 
bien à des tracés faits à loisir ; mais à la guerre , il Êiut suivre 
mie toute autre marche. Revenons à notre théorie. 

Si à la surface (S), fig. a4, on substitue l'une (s) de ses oscula-LennproprUtéiKit- 
trices en P , les points immédiatement consécutifs P et P' seront SHl^d 7^ et 
conununs aux deux sur&ces ; les plans tangents en ces points à (S) îJj^ai^^'^OTScoa!^ 
et (5) seront les mêmes; et par conséquent aussi Farête PT in- q««- 
tersection de ces plans : donc la surface {s) aura la même arête 
PT que ( S ) pour toutes les développables (d) , (rf') , (rf" ) qui la 
circonscrivent, lorsque la tangente PP7 sera la même pour les deux 
séries de surfaces (D),(DO, (D'O,.-- et (^)> W? (^Ov- 

Nous pouvons donc , dans la recherche des rapports qui lient Déduis da lîmpie 
entr'elles les positions des tangentes conjuguées , substituer à la ^^ïncM aTII! 
surface générale (S), Tune quelconque de ses osculatrices. Et «««^^k^- 
comme nous avons fait voir qu'une infinité de celles-ci pouvaient 
être du second degré , il nous suffira d'observer quelles relations 
ont entr'elles les tangentes conjuguées sur les sur&ces du second 
degré , pour connaître ces mêmes relations sur les surfaces les plus 
générales. 

Afin de rendre nos recherches plus simples , si nous observons 
que quelle que soit la surface développable (D) ayant PT pour arête , 
Vt n'en est pas moins sa tangente conjuguée , nops supposerons 
cylindriques toutes les développables dont nous allons circonscrire 
les surfeces du second degré ; et les résultats auxquels nous 
parviendrons, n'auront rien perdu de leur généralité par cette 
hjrpothèse. 

Si une droite , constamment parallèle à sa position primitive , 
se meut de manière à rester dans chacune de ses positions, taib- 
^ente à une même surfiice du second degré , cette droite , dans son 
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I*» MÉMOIRE, mouyement , engendrera un cylindre circonscrit à la sur&ce du* 

second degré ; leur courbe de contact sera plane , concentrique à 
^ cette sur&ce, etc. : enfin, Taxe du cylindre sera pour la sur&cedo 
second degré, le diamètre conjugué au plan de cette courbe. 

Soit donc, fig. 26 , une surface quelconque (^j du second degré, 

O son centre, feOv Taxe du cylindre, et APBE la courbe de contact 
des deux sur£ices. Par un point P quelconque de cette courbe ^ 
menons Taréte PT du cylindre , et la droite Vt tangente au même 
point à la courbe de contact, ces deux droites PT, Ft seront ce 
que nous ayons nommé deux tangentes conjuguées; elles former 
ront un système de tangentes conjuguées. 

Cela posé , si par le centre O de la sur&ce nous menons le 
diamètre AOB conjugué à POE, relatiyement à la courbe de con- 
tact APBE , ce diamètre sera paraHèle à la tangente P^j c'est la 
première propriété des diamètres conjugués. Mais le diamètre /uO» 

étant , relatiyemeiit à la sur&ce du second degré (^ , conjugué à 

la courbe de contact APBE j AOB , /jlOv sont eux-mêmes deux 
diamètres conjugués de la section AfeBv parallèle au plan (n) 
tangent à la fois en P au cylindre et à la sur&ce du second 
degré. 

AnaiyM d€ la comg Si maintenant nous transportons la courbe AuBr sur le plan (II) 

bnre des turfacei ^ * % 

qaeicooqncs rame- ct parallèlement à sa position primitiye , de manière que le centre 
dM li^es^d^i 'I^ O se place au point P , les deux diamètres conjugués /aOp , AOB 
î^'^mèS^ ^'^^ respectiyement parallèles aux deux tangentes conjuguées , 
goës sont ks tan- s'applioueront sur elles : et ces tangentes deyiendront les diamètres 

gcntea conjuguéef * » ^ 7 o 

de c^ forfacct. coujugués d'uuc courbc AlfdJVv' égale à A/iRv^ et semblablement 

placée dans l'espace. 

Si Tarête PT ayait pris sur le plan tangent (II) une autre direction 
PT', sa tangente conjuguée Vtf aurait pris également une autre posi- 
tion , mais n'aurait pas cessé de former ^yec elle un systàaM de 
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diamètres cen/uffués de la courbe A'/*'B'»'. Donc , lorsque l'arête i" mémoire. 

PT devient Fun des axes de la courbe A^B'/, P£ devient l'autre 

axe \ et tes tangentes conjuguées sont alors les deux tangentes 

des Mgnes de plus grande et de moindre courbure de la surface: 

donc aussi les rayons de courbure des deux sections normales 

dirigées suivant les tangentes conjuguées orthogonales , sont les 

rayons de plus grande et de moindre courbure de la surface. 

Nous avons représenté dans les figures 26 et 27, le système 
de ces tangentes conjuguées : aPf , /^Pk sont les axes de la courbe 
du second degré 3 ce sont les tangentes aux deux lignes de cour* 
bure qui se croisent en P à angle droit j «'P^', /^'P/ et a"P^", 
ft'W sont deux autres systèmes de diamètres conjugués qui cor- 
respondent à deux systèmes de tangentes conjuguées. 

Mais tous ces résultats ^ ainsi que nous l'avons prouvé d'avance, 
sont également applic^les aux surfaces les phis générales. On voit 
donc , enfin, qu'^/z chaque pointa d'une surface, quelle qu'elle 
soitj la forme de cette surface sera toujours telle, qu'on pourra 
trouver une courbe du second degré , qui placée sur le plan 
tangent en V, ait ce point P pour centre, et présente dans 
chacun de ses systèmeé de diamètres conjugués , un système 
de tangentes conjuguées de la surface générale. 

jllors le système des diamètres conjugués rectangulaires, c'est- 
à-dire, ceiuidesaoœsy sera le système de deux tangentes conju^ 
guées respectivement tangentes^ en P aux listes de plus grande 
et de moindre courbure , etc. 

Voilà principalement les raisons qui nous ont Êiit donner aux 
arêtes PT des développables (D) , et aux tangentes Vt à la courbe 
de contact de ces développables sur la surÊice générale, la déno- 
mination de tangentes conjuguées , que d'ailleurs la réciprocité de 
ces figoes eût suffi seule pour motiver. 

Non» savons que OM; fig. aS, étant la distance du plan tangent 
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I 

i^ MÉMOIRE. J^^ centre de la surfece du second degré ^ ^ ) osculatrîce de la sur- 
face générale (S) , le rayon de courbure de la section normale dô 
(S), faite suivant la direction quelconque P^', est égal à ^jj-; 
la courbe A'/bc'Wv' étant égale à la section Êdte parallèlement a 
son plan , et par le centre O dans la sur&ce (^\ Mais T/a/ et 

PB' étant deux demi-diamètres conjugués d'une courbe du second 
degré , la somme de leurs quarrés Pft'* + PB'* est constante quel 
que soit le système des diamètres conjugues. 

Nous pouvons donc conclure généralement , et pour chacun des 
points d'une sur&ce quelle qu'elle soit , que /a somme des rayons 
de courbure des sections normales à la sur/ace en ce point ^ 
prises deux à deux y et dirigées suivant deux tangentes conju^ 
guées , est constante, et égale à la somme même des deux voyons 
de courbure de la surface au point que Von considère. 

De l'indicairice. Suivant que la courbe A!fA!B'v'K' sera d'une forme diflférente, la 

surface ( S ) elle-même variera dans la forme de sa courbure au 
point P; et Ton épuisera toutes les formes de courbures possibles y 
en supposant successivement b la courbe du second degré A^BrA* 
toutes les formes dont elle est susceptible. Ainsi , la seule discus^ 
sion des courbes du second degré iious indiquera tout ce que peut 
présenter l'examen de la courbure des sur&ces quelconques : voilà 
pourquoi , en considérant cette courbe relativement à la courbure, 
de la surface (S), nous rappellerons indicatrice, 

EUe fait compitèe- Appliouons douc , d'uuc manière générale, cette discussion des 

nient connaître k * a 7 

fonne de la cour- courbes du sccoud dcgré, à l'examen des formes que présente 

bure des surfacet . , -■ i o 

la courbure des surfaces. 

Su symétrie. Toute courbc du sccoud degré , fig. 25 et a6 , ayant un centre P,, 

est symétri^e par rapport à ;^e8 deux axe? f^FC; fiVv. De loaniër^ 
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ijuc SCS quatre parties comprises dans les 4oo* qui remplissent Tes- ler mémoire. 
pace autour de ce point , sur le plan (II) de cette courbe , sont deux 
à deux symétriques et deux à deux superposables. 
Donc aussi la courbure deà surfeces , à partir d*un seul et même SyiiM?tric de u conr- 

* ' 1nu€ de« ioxf «set. 

point P , est toujours symétrique par rapport aux deux directions 
de plus grande et de moindre courbure ; et les quatre éléments de 
la sur&ce compris entre ces deux directions , sont deux à deux 
symétriques et deux à 'deux superposables , de manière que les 
parties superposées ont entr^elles un contac^du second ordre.' 

Car à chaque demi-diamètre eT compris dans un quart du plan (II) y 
correspondent trois autres demi-diamètres J"j à , A', symétriquement 
placés avec lui par rapport aux axes, et tels que «T =cr'= A = A'. 
Donc les rayons des sections normales fiiites suivant la direction 
de ces demi - diamètres , seront proportionnels aux quantités 
£f*=-J^'* = A*=a= A'* : ils seront donc égaux, et les quatre parts 
de la sur&ce, superposées, seront mutuellement osculatrices. 
. Considérons maintenant les propriétés des courbes du second 
degré , qui sont particulières à chaque espèce de ce genre. 

En général , une courbe du second degré , dont le centre P nous Les furfacet precni- 
est donné, ne peiut être qu'une ellipse ou une hyperbole. Elle peut bien disuLcbTdl 
cependant être une parabole : alors elle se présente sous la forme de ^®"^'*^- 
deux lignes droites parallèles équidistantes de leur centre. (Nous pj^|^|^^'^ccg 
examinerons en particulier ce cas remarquable. ) enipdque«,prAcii- 

* ^ ^ tant tontes Icnr» 

Si la courbe' indicatrice cnfiCf^ fig. 216, est une ellipse , tous les dia^ courbures dans u 

, , , , / 1 A . 1 même sens, k partir 

mètres sont réels, tous leurs quarres de même signe, et tous les d*ua même point. 
rayons de courbure des sections normales de la sur&ce (S) , dirigés 
par conséquent dans le mêifie sens : enfin , la somme des rayons 
ijes sections dirigées suivant deux tangentes conjuguées, est cons- 
tante et égale à la somme de5 raycms de courbure de la surface 
même au point P. 

7 
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i<r MÉMOIRE. Mais lorsque la courbe indicatrice est une hyperbole, fig. 27,' 

Second genre, partie de SCS diamètres sont réels et tous leurs conjugués imagi- 

^°h'""rb^H**u*i^*" w* "ûircs ; partie des rayons des sections normales , positife ; partie 

scnunc coBiiam- négatîfi i UH raTOH dc courburc de la sur&ce , est d'un côté du 

ment , en •«!■ COQ- o 7 «^ 

traire» , icun cour- plan tangcut , le second rayon est de Fautre côté : deux rayon» 

burvi coDJugui'es. , , , . 3 a^' i 

de sections normales conjuguées y sont toujours de cotes opposés- 
par rapport au plan tangent : enfin , c'est leur différence au lieu de 
leur somme lyui devient constante y et égale à la différence , au lieu 
de la somme des deux rayons de courbure. 

Les surfiices sont donc susceptibles de présenter deux genres 
de courbure bien distincts : dans le premier , les deux courbures 
sont dans le même sens; elles sont en sens contraire danâ le 
second. Une partie des rayons des sections normales est dans un 
sens y et les rayons de leurs conjuguées passent à la fois ou du 
même côté du plan tangent^ ou de l'autre côté, dans le premier 
ou dans le second genre de courbure : de sorte que suivant l'ui» 
ou l'autre cas , c'est ou la somme ou la dififêrence des rayons des 
sections conjuguées qui devient constante et égale à la somme ou 
à la différence des rayons de courbure au même point. Les sur- 
faces du premier gem*6 sont osculées par des ellipsoïdes , et par des 
hyperboloïdes à deux nappes ou elliptiques , les surfaces du second 
genre le sont par des byperboloïdes hyperboliques ou à une nappe. 

Remarquons , en passant, que V indicatrice est tellement propre à 
indiquer, à caractériser la forme de la courbure des surfeces, que, 
sans connaître cette courbe , les dénominations les plus heureuses 
qu'on ait trouvées , s'identifient avec celles que la considération de 
cette courbe nous a conduit à choisir. En effet , l'ellipsoïde et Phy- 
perboloïde elliptique jouissent l'un et îautre de la propriété d'avoir 
dans tous leurs points leur indicatrice elliptique; tandis que le 
paraboloïdc et Xhy^rholoijiis hyperboliques, ont dans tous leurs 
points leur indicatrice hyperbolique. 
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ÂnrêtOD8-DOU8 un moment sur ce dernier genre. Lor8q[ue Fin- im biémohœ. 
dicatrice est une hyperbole , les deux asymptotes de cette hyper- ^"^i^l^iSlSct ^* 
bole 9(Hit pour la sur&ce deux lignes infiniment remarquables. 
Et d'aibord, chacune d'elles représentant seule un système de deux 
diamètres coiqugués, transportée sur la siulace^ elle représentera 
seule un système de deux tangentes conjuguées. 

Par conséquent, ^dès qu'une svr&ce déyek>ppid>le (D) sera oir- Lcq» propriëté«. 
consente à la sur&ce générale (5), et qu'une de ses arêtes sera 
-dirigée suivant une asymptote de l'indicatrice , la cofurbe de caor 
tact de cette déreloppable et de la sm^face générale , sera tangente 
à cette même asymptote au point qui lui corresposnd aœ la surface 
générale. 

Ainsi la 4igBe eéparatkm d'oBobre et de lumière se confond arec le Applications. 
rayon lumineux , partout où les deux coiui>ures du corps éclairé , se a» ombra, 
trouvant en sens contraire, ce rayon -est dirigé suivant une asymp- 
tote des indicatrices du corps éclairé. 

Et le contour apparent d'un corps mis en perspective sur une a u perspecûTc. 
surface quelconque , ee confond •pareillemeitt avec le rayon visuel , 
quand ce rayon est dirigé suivant une asymptote des indicatrices 
du corps représenté. 

Les sur&ces hyperboliques du second degré , c'est-à-dire , celles Ans rarfacet du «c- 
dont les deux courbures sont dirigées en sens contraires , offrent ^^ 
à cet égard des particularités remarquables. Le plan tangent cou- 
pant nécessairement les sur&ces dont les deux courbures prin- 
cipales sont opposées , le plan tangent aux sur&ces hyperboliques 
du second degré les coupera suivant une ligne du second degré , 
à laquelle -seront tangentes les deux asymptotes de l'indicatrice. 
Or , une Kgnc tlu second degré ne peut avoiir deux tangentes en 
un seul point, sans se confondre avec ces deux tangentes : d'où 
résulte cette belle propriété des -surfeces hyperboliques du second 
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I" MÉMOIRE, degré : par chaque point de ces surfaces , passent toujours deux 

droites tout entières placées sur elles. 

Mais ies deux asymptotes sont symétriquement placées par rap- 
port aux deux axes; donc, dans les surfaces hyperboliques du 
second degré , les droites d^une génération font avec les lignes 
de courbure , un angle égal à celui que les droites de Vautre 
génération font avec les mêmes lignes y dans Vaire du plan tan- 
gent supplémentaire à celle occupée par les premières droites. 

Enfin ^ si Ton plaçait un point lumineux sur une de ces sur- 
feces , les deux rayons dirigés suivant les deux droites généra- 
trices qui se croisent en ce point, seraient partout tangents à 
la ligne séparation d'ombre et de lumière : elles seraient donc 
cette ligne elle-même j et la surface serait ainsi divisée , par elles y 
en quatre parties alternativement éclairées et dans l'ombre. 
Retour mx cm géaé- Revcuons aux sur&ccs générales. Chaque asymptote de l'indi- 
'**• catrice, avons -nous dit, représente seule un système de tangentes 

conjuguées; chaque asymptote est infinie : tous les rayons oscil- 
lateurs des sections obliques et normales dirigées suivant les asymp- 
totes , sont donc eux-mêmes infinis. Donc les asymptotes de l'inr 
dicatrice ne sont pas simplement tangentes à . la surface , elles 
Fosculent ; et toute section oblique ou normale &ite dans la sur- 
face par une de ces asymptotes , est osculée par la même asymp* 
tote : cela est évident. 

Cette direction où la courbure est nulle et les rayons infinis> 
est précisément la limite des courbures positives et des courbures 
négatives. 

Des detix oonrimNi P<>^^ compktter Ce que nous avons dit sur les surfaces dont les 

*^ deux courbures sont dirigées soit dans le même sens , soit en sens 

opposés, il nous faudrait encore examiner un cas extrêmement 

remarquable ; c'est celui où les deux courbures deviennent égales.. 
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Mais comme nous aurons à le discuter avec détail dans tes H*, i<r mémoire. 
IIP et IV* Mémoires de cette partie théorique , nous croyons ne 
pas devoir présenter encore les propriétés de la courbure des 
sur&ces qui appartiennent à, ce cas , afin de n'avoir pas trop sour 
vent à nous répéter dans le cours de ces Développements. 

Contentons-nous de dire actuellement qu'on reconnaît les points AioriPMicttrioeeu 

un cercle , ou ont 

où l'égalité des deux courbures a lieu, dans la première espèce de hyperboUé^utUf 
surfaces, parce qu'alors l'indicatrice devient un cercle; et dans la 
seconde espèce, parce qu'alors elle devient une hyperbole équila- 
tère. Par cette dernière hypothèse, la sur&ce n'est plus simple- 
ment partagée en quatre parts symétriques et superposables deux 
à deux , mais en huit parties symétriques , superposables quatre à 
quatre : les 4oo* de l'espace compris sur le plan tangent autour 
du point de contact, sont divisés en huit parties de 5o% similiformes, 
par les deux asymptotes de l'indicatrice. 

Maintenant , il nous reste encore à considérer une espèce de sur- 
faces qui forme , pour ainsi dire , le passage entre les deux genres 
que nous venons d'examiner. La courbe indicatrice , au lieu d'être 
une ellipse ou une hyperbole, peut être une parabole. 

Or , pour qu'une sur&ce du second degré soit telle qu^une seo- Espace iiit«niiëâSair«. 
tion B)uA, fig. a8 , parallèle au plan (n) tangent en P, soit une c^ '^boiiq^*^ 
parabole, il faut que cette surface soit un cône ou un cylindre Wj ^^"^u'!^ ''tiS 
tout autre paraboloïde ne pourrait satisfaire à cette condition. wrfac«déT«iopj»- 
L'arête VTt de ce cône ou de ce cylindre est parallèle à l'axe ou 
au diamètre /jlv des sections paraboliques parallèles à (n) : donc 
la surface générale (S ) dont l'indicatrice est une parabole , est 



^^ Le système de deux droites parallèles est une parabole ; et le cylindrb 
Ini-méme est un cdne. Ainsi , nous aurions pu nous dispenser d'en faire mention. 
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l*r M£MOiR£. oscttlee par un cône ou un cylindre. Alors les deux tangentes conja- 

guées PT , Pf se réunissent en une seule droite VTt parallèle à l'axe 
tle la parabole : c'est l'arête même du cône. Cette tangente aniqpie 
f)8cute ta scrface générale (S), au lieu de la toucfaer simplentenit ; 
par conséquent, la surface ^nérale ^st ^âéreloi^^le autour de 
cette tangente , à partir du point de contact. 

Ainsi les surfaces développables sont le degré intermédiaire qu'il 
feut franchir pour passer des surfaces dont les deux courbures 
sont dans le même sens , aux surfaces dont les couibures sont en 
sens contraires j et, dans ce point de passage, l'une des courbures 
devient nulle : c'est ce qui a lieu parce qu'on doit passer du"pod- 
tîf au négatif. 

Quelque compliquée que soit en apparence la discussion générale 
de la courbure des surfaces, on peut donc toujours la ramener au 
seul examen des courbes du second degré , dont les divers éléments 
nous sont connus dans tous leurs rapports. 

Construction des tan- Supposous qu'ou projette obliqucment la courbe indicatrice, de 

gentcs conjiiguëes .,, ., . i*i-a» 

par un niouTement niamere ^ cc quc sa projection soit un cercle; et cela est toujours 
continu, possible lorsque cette indicatrice est elliptique. Les diamètres con- 

jugués se projetteront à angle droit , puisqu'ils deviendront conju- 
gués à un cercle. De là nous conclurons cette proposition générale: 
a 3ur une surËice quelconque (S) , fig. a5 , et pour chacun de ses 
X points P où les deux courbures sont dans le même sens , on peut 
» toujours trouver dans le plan normal de moindre courbure de 
7> la surface, deux droites PY, PV', symétriquement placées par 
ï> rapport àla normale en ce point, et telles qu'en regardant ou l'une, 
y> ou l'autre comme l'intersection constante de deux plans ortlu>- 
r> gonaux mobiles , ces deux plans, dans chacune de leurs positions 
» simultaifées , couperont le plan tangent en P , suivant deux tan- 
» gantes conjuguées de la sur&ce en 06.ptnnt. » Telle ««t la relation 
que nous oherchions à ^r^adre sei£33>le par une desoriptkm géo-: 
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rnébrique. Cette propr^ét^i est remarquable par Tusage dont elle i«, mémoire. 

peut être dans la catoptrique. Mais dans l'application que nous 

ferons à cette science , des principes de la courbure des surfaces , 

nous la présentero&s sous un nouveau jour ; et nous développerons 

davantage la théorie des tangentes conjogqées , qu'on verra servir 

de fondement à presque toutes leci applicati(»is qui sercmt l'objet 

de la seconde Partie de ces Mémioires, 

La forme des surfeçes , à partir de leurs divers points , ne peut AppKcatioii de» pro- 
etre domiee que par la connaissance des lignes courbes qui , tracées tes conjugales k i» 

1, . ^ . • - . « • 1 1 A • • dc'terminalion dei 

sur elles, viennent se croisier aux points que Ion considère. Ainsi, «aémenudeiaconr- 
Qousavona prouvé au QonunencenoK^nt de ce travail, que trois courbes ^"" ^ iurfacc». 
étaient ^nécessaires , et suffisaient à la détermination complette de 
la courbure d'une sur&oe qui les contient, au point P qui leur est 
commun. Nous sommes en état maintenant d'effectuer cette dé- 
termination, et c'est ce que nous allons nous proposer de faire. 

Soient Pi , Pa , P3 , fig. 99 , t(ois ccmrbes tracées sur une surface 
quelconque (S) , et PO , PO , PO leurs rayons de courbure en P. 

t a 3 

On regardera' ces rayons comme projetés par tt*ois parties Pf», P», Te» 

1 s s 

de Pn , normale à la surface ; celles-ci seront les rayons de cour- 
bure des frois sections normales de (S) , tangentes en P aux courbes 
données Pi , P2 , P5. On prendra sur les tangentes PA, PB, PC do 
ces courbes , les points A , B , C ^ tels que PA% PB*, PC* soient 
proportionnelles aux rayons Pa , Pa? , P<». La courbe du second 

degré ayant P pour centre, et passant par les points A, B, C, sera 
précisément pour le point P l'indicatrice de la surface ( S). Les axe» 
de cette courbe seront les tangentes aux lignes de courbure,* ce 
qui en fera connaître la direction ; les rayons de ces lignes, comme 
ceux de toutes les sections normales , seront déterminés au moyen 
4es diamètres de la courbe A , B , C, et de ses axes : xlès-Iors , on 
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fer MÉMOIRE, sera donc en état de connaître aussi la courbure de telle sectioa 

oblique qu'on voudra. 

jExempieoffirtparUs Les fomics dcs vaisscaux nous sont données dans leur devis 

fonnc8 de la carène /■ni-i 

de« TaiMeaox. OU Icur tracc , Q abord par un premier système de courbes verti- 
cales appelées couples; ensuite par un second système de courbes 
obliques et longitudinales appelées lisses ; enfin , par un dernier 
système de lignes borizontales appelées lignes d^eau. La forme 
de la surface des vaisseaux en chaque point, est donc indiquée 
par trois lignes courbes qui s'y croisent j et comme ce nombre 
est celui nécessaire à la détermination de la courbure des sur-- 
&ces , nous pourrons toujours immédiatement , avec ces seules 
données , déterminer sur la surface des vaisseaux , et pour quel- 
que point que ce soit , la direction des lignes de courbure et celle 
des tangentes conjuguées; la grandeur des rayons de courbure de 
la surËice et celle de toutes les sections possibles , obliques on nor* 
maies. U semble que ces diverses jdéterminations peuveiit , dans 
plusieurs circonstances , devenir d'un assez grand intérêt 

Lorsque nous avons considéré les sur&ces développables nor- 
males aux surfaces générales , nous avons vu qu'elles avaient , 
avec les lignes de courbure , des relations nécessaires tr«s-remar- 
quablçs. Maintenant que nous avons considéré de plus les surfaces 
développables circonscrites ou tangentes aux surfaces quelconques, 
ilestnaturel de rechercher si celles-ci ne présentent pas également 
quelques propriétés particulières , lorsqu'on les suppose appar-^ 
tenir aux -lignes de courbure de la sur&ce générale ( 8 ) , c'est^ 
à-dire , la toucher suivant ces lignes de .courbure : c'est aussi cq 
que nous allons faire, 

])e««nr(iioefciéfdop* JiOrsqu'cn chaque point P de la sur&ce (S), les deux tangentes 
fiuxUgiie^açcoiir- conjuguées qui s'y croiscQt a angle droit, sont tangentes aux qqmx 
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lignes de courbure de la «ir&ce en ce point , il s'ensuit qpie si on *" mémoire. 
•regarde une ligne quelconque de .courbure comme la courbe de 
contact d'une surÊice développable (D), circonscrite à la surface 
générale (S) ; toutes les arêtes de (D) seront normales à la ligne de 
.courbure , lieu des contacts , et tangentes aux lignes de la seconde 
courbure en chacun des points de la ligne de première courbure. 
Et réciproquement : dès qu'une sur&ce déreloppable circonscrite à 
.une surface quelconque aura ses arêtes normales à la courbe de 
contact; cette courbe sera Tune des lignes de courbure de la sur&ce 
générale, et les arêtes de la développable seront tangentes à 
toutes les lignes de la courbure dont n'est pas la ligne lieu des 
contacts. 

n suit encore de là que l'arête de rebroussement de la déve- 
loppable (D), sera la développée delà ligne de courbure commune 
à (D) et à la surface générale; et la portion de l'arête rectiligne com- 
prise par le point P et l'arête de rebroussement , sera au point P 
un des rayons de la ligne même de courbure. 

Ce rayon et le rayon de courbure de la surface générale ap- 
partenant à la même ligne , suffiront à l'entière détermination de 
la courbure de cette ligne. Si l'on joint par une droite les centres 
extrémités de ces deux rayons , elle sera pour le point P le lieu de 
tous les centres delà ligne de courbure que l'on considère. En menant 
le rayon normal à cette droite , il sera le plus petit de tous ^ et 
le plan mené par lui et par le point P tangentiellement à la ligne 
de courbure y sera au même point le plan osculateur de cette 
courbe. 

On ne considère ordinairement que les deux rayons de courbure 
placés sur la normale des surfaces, et on leur a donn^ exclusive- 
ment le nom de rayons de la sur/ace. Les deux autres rayons qui 
sur le plan tangent appartiennent spécialement aux lignes de cour- 
bure , sont cependant intéressants à connaitre relativement à la 
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i«r MÉMOIRE, forme de la sur&ce; et leur considératioD, qui d'ailleurs peut être 

utile, jette beaucoup de jour sur la théorie de la courbure des smv 
faces. Mais nous ne nous étendrons pas actuellement sur cet objet; 
parce que nous y reviendrons ensuite (dans la seconde Section, 
Théorie ) , lorsque nous chercherons à déterminer sur les sur&ces, 
leurs lignes de courbure tout entières et les sur&ces déyeloppables 
qui en dépendent : seul travail qui nous reste à faire après avoir 
détermmé, pour chaque point, tous les éléments de la courbure des 
sur&ces. 



FIN DU PREMIER MÉMOIRE. 



1er MÉMOIRE. 

NOTES PRINCIPALES 

DU PREMIER MÉMOIRE. 



( Pour ne pas trop charger le texte de cet Ouvrage , nous arons 
cru doYoir rejeter à la fin de chaque Mémoire y les notes les plus 
éteodiMS» et qui peuvent fidre Fobjet d'une étude spéciale.) 



NOTE PREMIÈRE. 

De la continuité des surfaces. Forme générale qu^ elles affectent, 

à partir de chacun de leurs points. 

JL0R8QUE nous considérons les surfaces par lesqnel^s nous yojrons déterminées 
les formes des coq>Sj an simple aspect > nous acquérons une idée très-nette» de 
leur nature en général. Mais si nous youIobs la définir rigoureusement^ nous trou- 
vons qu'il en est ici comme du commencement de toutes les théories ; ce qu'il 7 a 
de plus difiOdle à exposer^ c'est toujours les premiers principes. Ainsi dans les sur-* 
faces diverses que nous connaissons, nous voyons qu'à partir de chaque point P^ 
Eg. So, nous pouvons cheminer sur elles suivant une infinité de directions PA, PB, 
VCf etc.. • . Mais nous ne pouvons pas à priori supposer que ces directions > i partir 
du point quelconque P, soîant plutôt comme des rayons partis d'un centre sur un 
plan, (pit des arêtes parties du sonuaet d'un cône ou de plusieurs cônes concenr 
triques, etc. Aussi avoD»4ions faitvoir que le premier de ces cas ne peut avoir 
lien, et par conséqi^ient la sur£sce avoir eu P de plan tangent unique; si ce n'est 
en admettant qu'à partir du point P, aucune section plane de la surface ne puisse 
avoir plus d*une tangente. Voyons donc si cette hypothèse est généralement fondée. 

Supposons d'abord qu'elle ne le soit pas , et qu'ayant tracé la courbe plane queir 
conque, fig.3i, PP1>^....P^, icha^ie point de cette coudbe puisse oovx«90iidre 

surit mène plan une mire courbe Pfi P^j/, Fp%.... La smAce (S) s'éteodaat 
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j«> KÉMOIREi ^^i^ ^^^ '^^ ^^^^ dimensions PP^ et PT*, si^ sur le plan delà première comrbe^ nous 

menons la transversale quelconque pp'p^p",.. . •> P^ qui vienne se terminer en un 
point P^ de cette courbe^ chacun des points de la transversale appartiendrait à Tune 
des courbes Pp, P'p', P^ , .... : enfin nous pourrions répéter les mêmes construc- 
tions pour les autres courbes planes QQ'Q\ . . . , Q^ RRH', • • . , R^ TTVy . . . , "P. 
Donc alors la grandeur graphique que nous avons appelée sufface, présenterait dans 
trois dimensions une étendue continue , et serait un vrai solide au lieu d*étre une 
surface. 

jéinsi l'essence des surfaces est de ne pouvoir, étant coupées par un plan quel-- 

* 

conque P/>P^, offrir qu'une courbe PP'P*, . . . . , à partir de chaque point. Quelques 
points isolés pourront en offrir un plus grand nombre , mais ces points seront tau^ 
jours séparés par une infinité d'autres qui nen présenteront qu'une : ceux-<;i sont les 
points où nous considérons la forme générale des surfaces ^ les autres sont des poi% 
singuliers) et, plus tard, nous examinerons aussi la forme qu'y affectent les surfaces. 



Théorème 
fondamenuL 



NOTE IL 



Construction des surfaces du second degré y osculatrices des 

surfaces quelconques. 

Nous allons d*abord prouver que potu* im point quelconque C, fig. 3, comme 
centre^ pris sur là normale PF de la surface générale (S), il est toujours possible 
de concevoir une courbe du second degré P/xE osculatrice en P à une section nor- 
male de (S). Nous ferons voir ensuite qu'il est toujours possible de construire une- 
surface du second degré passant par trois courbes du même ordre PfcE, Pf^'Ej 
P/caIE , dont la normale PE soit nn diamètre , et par conséquent un axe commun. 

La courbure de la section Pin de (S) est nécessairement comprise entre zéro et 
l'infini. D'un autre côté , il n'est aucune des courbures comprises entre ces limiter 
qu'on ne puisse attribuer en son sommet P aune couri}e du second degré, fig. 5. V,. 
dont Taxe PE seulement est déterminé. Il est visible, en effet, que la courbure de la 
Egne du second degré est zéro ou l'infini , lorsque l'autre axe ACA devient infini 
ou nul ; et que cet axe prenant ensuite toutes les valeurs intermédiaires imaginables 
entre ces deux extrêmes, la courbure de PAS en P prendra aussi toutes les valeurs^^ 
posisibles. 

Donc premièrement on peut toujours coiicevoîr trois lignes du second degré PfiE, 
P/«'£, P/t«'£^.fig. 3, ayant pour cexxtre commun le point quelconque C pris sur la' 
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normale Pf de (S) et cliacune de ces courbes osculant respectivement une des sec- x«' MÉMOIRE^ 
tiens normales Pm, P/n', Pm", de cette surface. 

Faisons maintenant passer une surface du second degré par ces trois lignes P/cE> 
P/»'E, P/ftTE. Pour cela, si nous menons d*abord, par leur centre commun, un plan 
perpendiculaire à Taxe PE, ce plan contiendra évidemment le second axe de cha-* 
cune de ces lignes. C!onnaissant les trois courbes*, nous connaîtrons le» sommets 
qu'elles ont sur ce plan coupant. Soient donc f», f»\ ft", fig. 3a, un des sommets 
de chacune de ces courbes. Si par ces trob points nous pouvons faire passer une 
courbe du second degré dont G soit le centre , et si nous regv dons successivement 
chacun des diamètres de cette courbe comme Taxe d*une ligne du second degré 
passant par le point P de (S) , fig. 3 et 4* Nous formerons un système de lignes 

qui couvrira toute une surface f^j nécessairement du second degré , et qui conte* 

nant les trois courbes P/c£, P/t'E, P/t'E sera osculatrice en P de la surface (S). 

Par 77i' milieu de /('^' menons le diamètre Cm', puis m^ parallèle à ftm'f^'^ 
ensuite, par m etm'y soient mo , mV perpendiculaires à Cmm'\ prenons sur elles 
mn = mfé et m'n' = m V > menons la droite n/i' jusqu*en T sur Cmmf, et soït $t 
parallèle à mn ou mV.et telle que ml=m'T, et Ct==CT : enfin tirons la droite tT; 
o, o' étant sur elles le prolongement de mn et m^n^, Co=Co' *, enfin soit pris sur Cl, 
Ca=Co, ce point a est précisément Textrémité du demi-diamètre Cmm'. Si 
d'ailleurs on porte Co ou Ça en #y, qu'on mène y^, iï, iff respectivement parallèles 
à CT et et ; êS sera égal au demi-diamètre C& conjugué à Ca ou parallèle à m^ 
et m'/. 

Pour se rendre raison de cette construction, il faut observer que comme Co=Co', 
C est le centre d'un cercle passant par o et o\ et comme oo'T, nn'T concourent en 
T sur le diamètre jCT, ce cercle et la courbe du second degré ayant C pour centre 
et CT pour ligne des or, ont sur elle mêmes soutangentes pour les mêmes abscisses. 
Ainsi Ta^ des x est le même pour les deux courbes ; or pour le cercle, il égale deux 
fois le rayon Co ou Co^ = Ca. Ensuite le rapport des ordonnées mn , mo est celui 
du second axe de la courbe au rayon du cercle. Or êy l$S II mo l mn. Enfin en 
inclinant les ordonnées mn, mV sur mfê, mV> le diamètre conjugué à Ca ne 
change que de direction et l'on a toujours Ci = êS. 

Cette solution suppose que la cour}|e fê^f*" c^t une ellipse. Si elle devait être 
une hyperbole , on rapporterait l'hjrperbole passant par /• , ft, ft à une autre hy- 
perbole ayant mêmes .soutangientes pour les mêmes abscisses, et qui fut immédia- 
tement constructible* 
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NOTE IIL 

De la sphère comparée aux surfaces dont les deux courbures 

principales sont dirigées en sens opposés. 

La sphère ayant ses deux courimres dans le même sens^ et tous ses points d*im 
même côté par rapport à chaque plan tangent, il est clair qu'en faisant varier la 
position de ses points parallèlement à l'un de ces plans, on ne pourra produire 
aucune des surfaces à courbures opposées , c'est-â-dire , qui ont une partie de leurs 
points aundessus et l'autre partie au*-de8sous du plan tangent. Cest ce qui semble 
■contraire i ce que nous ayons affirmé, pages 97 et a8. On va voir, néanmoins j 
que U sphère peut ^core dans ce cai nous conduira à la connaissance de ce genre 
de courbures , et par conséquent que nous n'ayons rien avancé de trop. 

Considérons donc au point P la surface (S), fig. 33, dont les deux coturbures 
soient en sens opposés. Si nous çpncevons la sphère (£) osculée en P par la 
courbe PAf, tracée sur la surface (S), nous pourrons faire varier généralement la 
forme de (S) et de (Z), d'après les diéorémes que nous avons e^cposés , sans que la 
courbe PM cesse d'osculer la sphère ( s ). Ainsi PM étant supposé d'abord une 
section normale dç (S) en P^ les sections obliques. qn*on obtiendra sur les surfaces 
dérivées de (S), ne cesseront pas d'osculer la sphère (£), comme si (S) avait se# 
deux courbures dans le même sens. Doue premièrement les sections obliques ont 
avec les sections normales les mêmes relations sur les surfaces dont les courbures 
spnt dirigées dans le même sens ou en sens opposé. 

Si , par exemple , nous supposons que la surface à courbures opposées soit un 

byperboloïde du second degré à une nappe C^\ fig. 33 , tous les plans ooupantB 

menés par le point P tangentiellement à la section normale PM traceront det 
petits cercles sur la surface de la sphère, et des hyperboles sur la surface du se- 
cond degré ; à mesure que le plan coupant s'approchera du plan tangent les axes 
de la section hyperbolique diminueront, et l'h3rperbole approchera de se confondre 
avec \ès deux droites génératrices de la surface qui passeront en P; mais les petits 
cercles de la sphère ne cesseront pas d'osculer l'hyperbole qui se trouve dans le 
plan de chacun d'eux. Observons en passAt que le point même de contact est 
le cercle osculateur du sommet de l'hyperbole qui se réduit à deux lignes droites, 
c'est-à-dire, aux deux génératrices : la raison en est évidente. 
Cherchons maintenant la mesure absolue des deux courbures d'une surface^ dans 
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le cas où ces combnraAont en sens opposés. H &nt observer qu*aIors Tindicatrice au itr MÉMOIRE, 
lieu d*étre une ellipse est une hyperbole. Comparons donc rhjrperbole à Tellipse ^ 
et d'abord comparons Thyperbole équilatère au oercle. Traçons un cercle ayant 

pour diamètre Taxe réel de cette hyperbole. Soit X le cercle et ^ Thyperbole , 

fig. 34> soit pris de côté et d*autre du sompiet P les abscisses Pf et P^' infini- 
ment petites et égales entr'ellee. Nous savons <pe le quarré des ordonnées ^m et 
f'm^ sera j pour le cercle , la différence des quarrés du rayon OP et de Tabscisse 
de Of ; et pour l*hyperbole la différence des quaités de O^' et OP, c*est-i«dire» 
deux fois le produit de OP par Pf pour le cercle et par Pf' pour Thj^erbole (en 
négligeant les infiniment petits du second ordre). Mais P^, Pf ' sont égaux par faypo^ 
lhès6j ces (HTodiiits et par conséquent les quâirés de fm et de fW le sont donc 
aussi. Donc si nous faisons tourner le cercle £ sur sa tangente en P, de manière i ce 
qu'il se rabatte dans la branche HPH de l'hyperbole, le point m s'appliquera sur 
le point m', et le cerle S sera par conséquent alors osculateur de l'hjrperbole 
au sommet P. 

Si maintenant nous faisons croître on décroître pn^portionnellement les ordon« , 

nées ou les abscisses du cercle et de l'hyperbole équilatère » cette dernière couibe 
deviendra une hyperbole, ayant entre ses axes ua rapport quakonque ; le cerde 
deviendra une ellipse; et le peint m\ qu'il a de œnoUnua avec l'I^eibole sera 
toujours sur cette h3rperboIe« 

De là résulte immédiatement m théarlme général, a Si l'on oonstcnit une ellipse 
et une hyperbole dont les qoarr&i dee axes aient la même grandevtf d»olue, ces 
deux courbes auront même courbure à leur sommet réel. 91 

Ainsi le rayon de c ourbu r e de l'hyperbole est encore, au sommet de cette courbe, 
égal au quarré de l'axe étranger au sommet divisé par l'axe réel. Cest encore une 
valeur analogue à celle de l'ellipse ; et le ray^n de courbure en un point quel« 
conque de l'hyperbole s'exprime en fonction du diamètre parti de ce point et de 
son conjugué comme dans l'ellipse. Car il suffira pour cela d'incliner à-Iarfois toutes 
les ordonnées de l'hyperbole et de l'ellipse \ les' axes deviendront deux diamètres ^ 

conjugués, et le rayon de courbure qui n'aui<a pas changé aura pour expression 
le qmunré du Aamèlre qui ne passe pas par le point P donné, divisé par la dis^ 
tance de ce point i l'autre diamètre. 

Soit donc que la surface du second degré oscidatrioe des surfaeeSs générales (S) 
ahses deux courbures dans le même sens ou opposées ; lent ee que nocs avons dk dé 
la mesure de ces courbures sera vrai pour les deux cal. 
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'II. I 



NOTE IV. 



Algorithme des projections et des rabattements propres à la 

Géométrie descriptive. 



Règle générale, lorsque nous enyisagerons les grandeurs graphiques comme 
représentées par deux projections , Tune horizontale et Tautre verticale ^ npus les 
désignerons Fime jpar un petit v, Tautre par un petit h y placés au bas des lettres 
indiquant ces grandeurs graphiques ; et quand nous voudrons les considérer dans 
Fespace et non plus en projection^ nous emploierons les lettres mêmes qui les 
indiquent, mais sans v ni A. 

Ainsi, par exemple, le point A, la ligne AB, la surface (S), seront représentés 
dans leur projection 

horizontale par Ai, ABt, (8)4', 

et verticale par Ar, ABv, (S),* 

Sur les épures mêmes dessinées pour servir à Tintelligence du texte, nous nous 
contenterons de placer la projection horizontale au-dessous, et la verticale au-dessus ; 
en désignant identiquement les mêmes objets par les mêmes lettres sans v ni A ; 
parce que leur position seule caractérise la projection à laquelle ils appartiennent. 
Mais lorsque quelque partie de la projection horizontale dépassera Tespace réservé 
à cette projection , nous Fy rapporterons par un petit A. Et dans le cas où ce 
serait au contraire quelque partie de la projection verticale qui dût anticiper sur 
Fespace réservé à la projection horizontale, nous la rapporterons à sa vraie pro^ 
jection par un petit v. 

Enfin pour désigner le rabattement d^une courbe ABC ou d*un plan (n) quel« 
conques, opéré sur un des deux plans de projection, nous ferons précéder d'un 
petit r le petit h ou le petit v désignant les projections horizontales ou verticales. 

Ainsi nous exprimerons le rabattement de la courbe ABC et du plan (n) sur 
un plan horizontal 

par ABCrfc, (n),»; 

et par ABCrr, {n)m 

le rabattement des mêmes grandeurs graphiques sur un plan parallèle au plan 
vertical de projection. 

Ces détails sont minutieux, sans doute; mais ils sont utiles, mais ils tendent à 
faciliter Fintelligence d'une géométrie par elle-même assez difficile : il ne faut donc pas 

les négliger. 

FIV DE$ lïOTXS DU PREMIER MEMOIRE. 



SECOND MÉMOIRE, 



SPÉCIALEMENT CONSACRÉ A LA THÉORIE DES 

TANGENTES CONJUGUÉES. 




^1^ ^^ 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE- 



S r. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONTACTS DES LIGNES ET DES SURFACES. 



ARTICLE PREMIER. 

NOTIONS FONDAMENTALES. 

Avant d'exposer la théorie des tangentes conjuguées , principal 
objet de ce Mémoire et du suivant , nous présenterons, par 
Fanalyse , la démonstration générale des théorèmes que nous avons 
Élit connaître ( Mémoire précédent , § III ) , relativement aux 
CQntapts des surfaces dont la forme éprouve certaines variations 
déterminées. Mais Comme un tel sujet ne peut pas être entière- 
ment élémentaire, afin de suivre une marche plus facile, nous 
aUons démontrer directement les théorèmes dont il s'agit , d'abord 

9 
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n«« MÉMOIRE, pour les ligpes courbes , ensuite pour les surf^ges j en commen-' 

çant, art. II, par ce qui est relatif à la simple osculaLion. De cette 
manière , on passera plus &cilement au cas génâral y art. III et 
suivant; et l'on pourra d'ailleurs se borner au cas particulier, 
puisque nous ne voulons pas maintenant pousser l'examen de la 
forme des surfaces , aa-<lelà des éléments du second ordre et des 
simples osculations. 

Pour cette même raison , et parce que les propriétés de la cour- 
bure des sur&ces^ ressente à ses élém;ents du second ordre , 
peuvent être données complètement par la considération rniique 
des tangentes conjuguées et de l'indicatrice , les élèves qui voudront 
se borner aux éléments du second ordre , pourront laisser tout le 
premier paragraphe de ce Mémoire , et passer de suite à la théo- 
rie des tangentes conjuguées, que nous avons cherché à rendre 
aussi élémentaire que sa nature pouvait le comporter. 

Maintenant rappelons en peu de mots les premiers principes de 
l'analyse différentielle appliquée à la géométrie. 

Si dans les équations de deux courbes 

; 

on remplace x par x + £ , et que z devienne alors z + k pour la 
première , et z -f- x pour la seconde , on sait , d'après le théorème 
connu de Taylor , que ces deux équations peuvent généralement 
être développées par les deux séries suivantes : 

2+x = 4(x)4-4'(*)i+4"(*)^H-4'"(x)^ + etc., • 
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« 

^' et 4^ étant les coefficients difBsrentiels du premier ordre de ^ um mémoire^ 
et >(/> c'est-à-dire, tels que 

9" et 4'' ^t^^t les coefficients différentiels du second. ordre de f 
et 4 7 c'est-à-dire , tels que 

dd(^(,:r) f, dd^(x) jjf ^ 

et ainsi de suite. 

Maintenant si pour la valeur particulière x de 5C , on a sim- 
plement (p{x)z=Z'^(x)=:Zj\es deux courbes auront un point 
commun x , z. 

Si de plus, les coefficients du premier ordre sont égaux, 

^' ( x) = 4' (^) > l^s deux courbes seront tangentes en ce point j 
elles y auront un contact du premier ordre. 

Si de plus , les coefficients du second ordre sont égaux , 
(p"(5(?) = 4''(^)) ^^® ^^^^ courbes seront mutuellement oscvda- 
trices en ce point , eUes j auront un contact du second ordre ; et 
ainsi de suite. 

Et généralement, si les coefficients correspondants des deux 
développements sont égaux jusqu'à i" inclusivement, les deux 
courbes auront , au point qui leur est commun , un contact de 
l'ordre m. 

Alors toute autre courbe z = % ( x ) passant aussi par le point 

X y Zy mais qui n'aurait pas les m premiers coefficients de son 
développement , égaux à ceux des deux autres courbes , ne pour- 
rait point passer entr'eUes à partir du point de contact de ces 
dernièreç. 
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u«e MÉMOIRE.. Et pareillement , lorsque les équations z=^ (x, y ) , z=4 (^ > y) 

de deux surfaces, en supposant que xt\.y deviennent x^i^y^hj 
développées ensuite par rapport à ^ et ^ , ont leurs coefficients 
différentiels correspondants identiques jusqu'à ceux de la dimen- 
sion m inclusivement, les deux surfaces auront entr'elles mi 
contact de cet ordre m , au point qui leur est commun ; et toute 
autre surface dont l'équation ainsi développée n'aurait pas ses 
coefficients égaux aux premiers jusqu'à l'ordre m inclusivement , 
ne pourrait point passer entre les -deux premières sur&ces, à 
partir du point de contact. 

Revenons un moment à la considération des lignes courbes. 
On sait que z = ^ (x) étant l'équation d'une courbe quelconque j 
. l'équation de la tangente est 

Z — z = (p'(X — x), 
et que . . , 

(p'CZ— z) = — (X— X) 

est l'équation de la normale. 

Or ^*^, deux normales infiniment voisines se rencontrent en un 
point, centre de courbure de la courbe pour le petit élément 
compris entre ces deux normales : le point X , Z de la normale , 
qui ne changera pas lorsque x , z deviendront x + dXy z-j-dZy 
sera donc le centre de courbure de l'élément dx , dz. 

Mais 

(p'(Z — z)= — (X—x) 



(^) Si nous n écrivions que pour des Géomètres ^ nous aurions pu dégager cette 
dernière partie de toute considération infinitésimale ; mais en le faisant diaprés 
les belles méthodes de Fauteur des Fonctions Analytiques^ nous aurions été 
moins faciles ; et c*est surtout ce que nous voudrions pouvoir être le plus pos- 
sible ^ afin de généraliser Tétude des théories vraiment utiles à des Ingénieurs» 
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ètâùt l'éqaation de la normale , si on la différentie par rapport à u»* mémoire* 
Xy ztt ^'y sans que X ni Z yarient, on aura, puisque dz^ip'dx, 

^"(Z—Z)H- (p'*=—i; 
d'Où 

1 + »'» 



Z-^z^ 



♦' ' 



et X-x = ^'.l±^'. 

Donc la distance du centre de courbure Y, Z, au point x, z de la 
courbe j c'est-à-dire ^ le rayon de courbure a pour expression 

La grandeur du rayon de courbure ne dépendant que des éléments 
du premier et du second ordre ç' et ^", on voit que deux surÊices 
t)nt en un point donné même rayon de courbure , dès qu'elles ont 
en ce point un contact du second ordre. 

Réciproquement, si elles ont même tangente et même rayon 
de courbure en un point quelconque , elles ont un contact du se- 
cond ordre en ce point, et les coefficients différentiels du premier 
et du second ordre de leurs équations, sont égaux. 



ARTICLE IL 

De la simple osculation des lignes courbes dont la forme 

éprouve certaines transformations. 

Soient deux courbes APC et Vm qui se croisent en P , mais ne 
s^y touchent pas, et une troisième courbe Pm* qui passe aussi 
par te point P, sans y être tangente à APCj soit ensuite la 
corde quelconque AC parallèle à PT, tangente de la primitive APC 
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jimê MÉMOIRE, en P ; enfin , partons sur cette corde les longueurs AA', CC égales 

à mm'y en plaçant successivement la corde AC à toutes les dis« 
tances possibles de PT ; on formera une nouvelle courbe A'PC qui 
sera dans une relation nécessaire avec les deux autres : c'est cette 
relation que nous voulons déterminer j et nous ferons voir qu'elle 
entraîne Tosculation des deux lignes primitive et dérivée APC, 
A'PC. 
Soient 

a __ * /y \ Mes équations des courbes 

En supposant les y perpendiculaires , et les x parallèles à la 
tangente PT j il est évident que dans ces quatre courbes , j sera 
le même pour tous les points d'une même corde AA'CC Obser- 
vons d'ailleurs que nous avons , par hypothèse , 

AA' = mm'i 
c'est-à-dire , 

x^ X = ^ — S; 
donc aussi 

/(r)-F(j)=:?(7)-.*(r), 

équation que , pour abréger y nous mettrons sous la forme 

/ — F =(p — <D, 
et qui , difiërentiée deux fois , nous donnera 

/"— F"== ^"— 9". 

Ck>n^dérons d'abord l'équation du premier ordre. 

Nous pouvons , dans cette équation , regarder /"', F', ^', <y 

comme des constantes arbitraires / , F , ^ , * j alors , an lieu 
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d'appartenir aux quatre courbes APC , A'PC', P/n , Pot', elle ap- nn$ mémoire. 
partiendra seulement aux quatre tangentes A© , A'0 ^*^ mt , m't 
de ces courbes , parties de la même corde AA^ mm' > Lea équations » 

finies de ces tangentes seront alors 

X=;jr,F'+C, 

c, C, y^T étant les constantes qui complètent ces équations 
intégrales. Si dans ces quatre équations nous retranchons , membre 
à membre , la seconde de la première, la quatrième de la troisième, 
et la seconde difierence de la première différence , nous aurons 

«-X-(Ç-H)=j[7'~F~(f-.«)]-4-c-C-.(>-r). 

Mais chaque tangente ayant un point de commun avec la courbe 
^'elle touche, on a pour ces points de contact , comme nous 
venons de le voir, 

f — f 

donc 



/ -F =(p^ 

c ~ C = > — r. 



Donc , enfin , pour une corde quelconque khlmwl qui coupera les 
quatre tangentes parallèlement à Taxe des ^ , on aura toujours 



W Ou bien aux quatre tangentes C9 ^ Gh , mt , m't ; mais il sulEt de consi- 
dérer les quatre premières. 
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iint MÉMOIRE, ces abscisses étant celles des quatre tangentes, fournies par une 

seule et même ordonnée y. 
• Ainsi , A0 , A'0 , mt , rr^t étant les quatre tangentes que nous 

considérons; non-seulement sur la corde KA!mm!^ lieu des points 
de contact A , A', m , m', la partie AA' est égale à mm' ; mais 
toute autre corde parallèle à celle-là, est pareillement divisée en 
parties égales par les mêmes tangentes. 

D'après cela , il est visible que la droite qui passera pit le point 
de concours t des deux tangentes mt^ m!t^ passera également par 
le point de concours des deux tangentes A0 , A'0 j car sans 
cette condition , les parties interceptées ne seraient plus égales 
entr'elles. Ce théorème peut être rendu d'un grand usage dans la 
théorie des courbes et des surfeces du second degré. 

Passons maintenant aux contacts du second ordre. 

Soit y la valeur de l'ordonnée courante y au point P, où la tan- 
gente APC , A'PC est parallèle à l'axe des x. Cette condition exi- 
gera que f(y) soit infini, c'est-à-dire, que/' soit de la forma 

4 ne pouvant devenir nul , ni % infini pour la valeur particulière 

Cherchons maintenant la valeur du rayon de courbure de APC 

en P, où y — jK = oj son expression générale est, comme nous 
l'avons fait voir dans l'article précédent . 



Mais si 



P— jr— 



on a aussi 






THÉORIE. SECTION I. 73 

Donc le rayon devient u^ mémoire. 

4^ 






En chassant les dénominateurs partiels en y *— j^ y et supprimant 
dans les deux termes de cette fraction les plus grandes puissances 

de y — y y il vient 

Maintenant , si le rayon de courbure ne doit être ni nul ni infini , 
ce qui est le cas général, il Êiudra qu'on ait a^e — is= o, /^=^i ; 
et le rayon de courbure sera par conséquent , 

expression d'une simplicité singulière , et qui donne le moyen d'ob- 
tenir immédiatement ce rayon dans un cas où les formules ordi- 
naires se présentent sous la forme indéterminée f ^*\ 



W Pour rendre sensible ce moyen d'opérer, nous allons en offrir un exemple 
facile. Cherchons la valeur des rayons de courbure de l*ellipse et de l'hyper- 
bole, qui correspondent aux sommets de ces courbes dont l'équation générale est « 
en la rapportant aux deux axes. 



dx J ' ^yi+TE ' v/d: (jr — b) * 

dx 1 

équation qui , lor8que^= i, x ==: o , devient -r* = - , et rentre dans le cas que 
nous considérons. 

Faisons donc jr := i , on a 

+= r y ^ = T • -7=f î ^^^^ ^* = =FT• 
Cest la valeur absolue da rayon de coubure appartenant aux sommets placés 
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!!«• MÉMOIRE. Voyons à présent quelle est la valeur du rayon de courbure de la 

seconde courbe A'PC (fig. i, comme dans tout ce qui précède). 
Puisque 

Or, 

/= ^ + %; donc F= t—^x^^' — ^' 

iy—yT (y— y/ 

Mais si les deux courbes Vm et Pm' ne sont ni Tune ni l'autre 
tangentes à APC , ni à A'PC ( et telle est notre hypothèse) , F' 
et /' , non plus que % , ne pourront pas devenir infinies : donc le 
rayon de courbure de A'PC sera encore en P , 

(2) f»'=-i4'- 

Donc les deux courbes APC, A'PC ont en P le même rayon de 
courbure (i),(2), — j'^^jCt sont mutuellement osculatrices en ce 
point : c'est ce que nous voulions démontrer. 

autrement et plus simplement. Puisque la valeur générale du 
rayon de courbure de la courbe xz=f{y) ou ^=û>(jc), est 

, 3. 

P = ^J* j dans le cas particulier où û>' = o , jd = 4-. Or, au 

point P, la tangente conmiune à APC, A'PC étant parallèle à l'axe 
des X , ùûf est égal à zéro pour les deux courbes. Cherchons d(Jnc 

la valeur —„ que prend alors leur rayon de courbure. 
Soit X la valeur de x au point V {y étant la valeur conrespon- 

sur Taxe des y. Cest aussi le résultat auquel nous étions parvenus dans le 
Mémoire précédent^ mais par des considérations purement géométriques. Dans 
une série d'expériences sur la flexion des bois , entreprise dans Tarsenal de la 
Marine , à Corcyre , nous ayons fait usage de cette méthode pour déterminer 
Ta grandeur du rayon de courbure des pièces de bois soumises à la flexion ^ au 
point où cette courbure est un maximum. 
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dante de jk), il faudra que a»' (x) devienne «'(^) = o, en supposant ""• mémoire. 
que jK = û>(x) soit l'équation de APC; par conséquent dy sera 
de la forme 

donc y même est de la forme (jc— x)*«(x)+const.Mais au point 

P de la courbe ABC donnée par cette fonction, j^=iy, Xs: x : 
donc enfin la véritable équation de APC est 

Donc au point P le rayon de courbure p = j;^- 
Si maintenant nous voulons obtenir la valeur du rayon de A'PC 

en ce point P, soit m{y—y) la valeur des distances des points de 
A'PC aux points de APC , ayant la même ordonnée y\ X étant 

l'abscisse de A'PC, on aura a:=X — 77i(j^— j^), et par consé- 
quent 

X — wx = X — x—^m{y — jy) 

valeur qui, substituée dans l'équation de APC , donne 

7— ^ = [X — X— 7n(j^— >^)>[X— 7n(y— J)]. 

■ 

Équation qui, lorsqu'on y Êdt^=jK donne'X = x = x, et par 
conséquent 

Donc le rayon de courbure de ATC en P est aussi ^73- Ainsi, 

les deux courbes APC, A'PC ont en P un contact du second 
ordre. (Voyez la note I.) 

Démontrons actuellement que. le même théorème est immédia- 
mcnt applicable aux surfaces. 
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n>M MÉMOIRE 

SOTTE DE L'ARTICLE U. 

De la simple osculation des surfaces dont la forme éprouve 

certaines transformations. 

Si le plan tangent à la sur&ce primitive etkx^ y^ z est parais 
lèle au plan des x, jk> on aura pour ce point ^=o, j-=û; 

dz -^ dz — 

donc partout ^ est divisible par x — *, et gçparj'— ^; donc aussi 

?j +) 5t ^tant des fonctions de xet de^, qui ne puissent devenir infi- 
nies lorsque x — jc = o, ^ — jr=o. 

Par le point x,jK> ^9 menons le plan ^ — J=a(x— x)quisera 
nécessairement normal à la sur&ce, nous aurons 

pour la projection sur le plan des x, z, de la courbe tracée sur 
la surface par son plan normal^ et pour équation de cette courbe 
même, rabattue sur le plan des jc> Zy 

z— z=(x— x)* (<p-f- a>|/ + a'x)v/(i +a*) = (x — x/.û^. 
En faisant 

donc, d'après ce que nous venons de démontrer, ~ sera le rayon 

de courbure de cette courbe pour le point Xy y ^ z. 
Considérons maintenant la sur&ce formée en transportant chaque 

point x^y^zk une distance proportionnelle à z -^ z, et suivant una 



A;' 
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direction my = nx parallèle au plan des x , y. Tous les points de n»* mëmoieè. 

■ I I 

Taxe des z , ainsi transportés , formeront encore une ligne droite 
dont nous représenterons les équations par 

X — X = m{% — z ) , y — y = w(z — z)- 

Donc X, Y, Z= z étant les coordonnées 4e la nouvelle sur^K^e^ 
on aura 
X — x=X— 5c — m(z — z), j^— jK=Y — j^ — n(z — z), 

et par conséquent pour la courbe tracée sur cette sur&ce par le 

plan normal , 

z — z = [X — X — m{z — 5j)]*-«> 
mais déjà 

est, comme nous venons de le voir, Téquation de la première 
courbe \ et nous ayons prouvé dans la dernière méthode de l'article 
précédent, que deux lignes représentées par deux équations d'une 

telle forme , ont l'une et l'autre — pour rayon de courbure au point 
qui leur est conunun. 

Donc , tout plan mené par x , ^ , z , normalement aux deux 
sur&ces primitive et dérivée , trace sur elles deux courbes tan- 
gentes , et qui ont même rayon de courbure en ce point de con- 
tact : donc aussi , les deux surfaces sont en ce point mutuellement 
osculatrices. 

ARTICLE III. 

De la tram/ormationgu' on petit faire subir aux surfaces, 
sans qu'elles cessent d^avoir entf elles un contact de Tordre 
général m. 

Si Ton prend un point x^ y^ z sur une sur&ce quelconque ; 
qu'on conçoive ensnite le plan tangent 4i la sur&ce en ce point ^ 
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xime MÉMOIRE, et qu'on y rapporte chaque point de la surface par des ordonnées 

rcctilignes ou non , lorsqu'on fera varier ces ordonnées de la ma- 
nière la plus arbitraire , en supposant , cependant , que leur origine 
sur le plan tangent soit invariable, et que le point d'application 
sur la surface reste toujours à la même distance du plan tangent ; 

P. Aucune des nouvelles ordonnées ne formant un angle nul 
avec le plan tangent ( à partir du point x , ^ , z que l'on consi- 
dère ) , la nouvelle surface sera osculatrice de la primitive en ce 

point X ^ y ^ z. 

IP. Si de plus les nouvelles ordonnées sont respectivement tan- 
gentes aux ordonnées primitives (à leur commune origine sur le plan 
tangent), la nouvelle surface aura toujours, avec la surface primi- 
tive , un contact du troisième ordre. 

IIP. & les nouvelles ordonnées n'ont pas seulement un contact 
du premier ordre , ou une simple tangence avec les ordonnées 
primitives correspondantes , mais un contact du second ordre , la 
nouvelle sur&ce aura , avec la sur&ce primitive , un contact du 
quatrième ordre. 

Et en général , le contact de la surface dérivée , avec la sur- 
face primitive , est d'un ordre de deux unil^s ai:ipérieur à celui 
des ordonnées correspondantes de ces surÊtces. 

En effet , soit z = ^ ( 5(? , j' ) , l'équation de la surface donnée : en 
supposant xpic x,y yZ deviennent X+ dx^y+dy ^ Zrh dz^ cette 
équation deviendra 

(S), . . z+dz=:(p-}-pdx + qdy+ — {rdx^+ 2sdxdy -{- tdy^) 

4- YTl ^*^^^ + ZCdx^dy -f- etc.) -f- etc. 

Actuellement, pour passer de cette surface à sa dérivée , couce^ 
vous que dx et dy deviennent respectivement 

rfX=£/:x:-f.Ç, dY = dy + tJ, 

^ et V étant des fonctions quelconques de dx et dy. 



THÉORIE. SECTION L 79 

L'équation du plan tangent à la surface (S) étant u»« MÉMoniE. 

celle d'un plan parallèle à celui-là , mais passant par le point 
», j, z — h sera 

{^).... z—z + h=:p{x — x) + q(y—y). 

Or , pour tous les points où ce plan coupera la surface (S) [ en 
faisant h infiniment petit ] , nous aurons évidemment 

X — x=:dx, y'^y'='ày^ z — Z'=^dz. 

Retranchant donc membre à membre Téquation ( tt ) de PéquatioQ 
( S ) , il viendra 

h = •^{rdx^'\-^sdxdy-\'tdf) + Y^(a(/x3+3^(/jc'((K-|-ctc.)+etc. 

Telle est l'équation de la section plane faite sur la surface par un 
plan ( 'TT ) parallèle au plan tangent , et à la distance h mesurée 
sur l'ordonnée z. J'observe ici que dx et dy étant supposés infini- 
ment petits du premier ordre, h est nécessairement du second ordre, 
ou plus petit encore. 

Maintenant si les ordonnées auxquelles nous concevons la sur- 
fece (S) et sa dérivée (2) rapportées sur lé plan tangent, ne sont 
pas tangentes à ce plan ( et telle est toujours notre hypothèse ) , 
la distance d'un point de (S) au point correspondant de (2) , ne 

peut, à partir du point de contact x, jy, z, être dans un rapport 
infini avec la distance h \ donc cette di&tance est une fonction où 
il n'entre que des puissances positives de lu 

Soit donc pour le point X , Y, Z qui sur la surËice (2) corres- 
pond au point of 4- d^,^ ^dy^%-\-dZy 
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llwjt MÉ^IOIRE. 



d'où 



x = 


= X + dx + ^, 


Y = 


= y •¥■ ày + V, 


X - 


- X — </x = Ç, 


Y- 


-y — dy = v, 



^ et V étant deux fondions quelconques de dx^ dy et h. Comme 
les points correspondants de (S) et de (2) sont, par hypothèse , 
à la même distance du plan tangent , 

ce plan transporté parallèlement à lui-même, peut passer à la 
fois par ces deux points : on a donc pour cette condition , 

Z — z— & =/? (X — . x"— £/x) + g ( Y — 7— rfjK) i 
donc aussi, 

Ainsi, telles seront les coordonnées des deux points correspondants 

X + (& 4- Ç 
y + dy + y 

z + dz +/>?-+• gw. 

Far conséquent la distance de ces deux points aura pour ex*- 
pression i/[f + w*+(/>Ç + ju)*]. 

Maintenant, pour que cette distance ne devienne pas infiniment 
plus grande que ^, il faudra que le rapport ^^ + jj^+(^p^+ti.yj 

ne puisse pas devenir nul , pour des valeurs de. A , ^ et u aussi 
petites qu'on voudra. • 

Supposons d'abord <jue ce rapport dwve être constaminent mio 




A 
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quantité finie - , on aura . n«« mémoire. 

équation qui , lorsque ?i sera infiniment petit d'un ordre quelconque , 
exigera que ^ et u soient infiniment petits du même ordre. 

Mais si les nouvelles ordonnées z devaient être à leur pied tan- 
gentes aux primitives, il Êiudrait que ft pût devenir infiniment petit 
du premier ordre , par conséquent ^ etu seraient infiniment petits 
d'un ordre immédiatement inférieur à celui de A, et ainsi de suite* 

Nous allons actuellement reprendre l'équation générale 

// = -^ {rdx^'{'2sdxdy+tdY^y\ ^ (adx^+5€dx^dy+etc.)-{^tc. 

en y mettant dK — Ç pour dXy et dY—u pour dy (quantités 
respectivement égales ) , cette équation devient 

Soit d'ailleurs 

^ A = yi^ (R(iX* H- aSiXcfr + TrfYO 

+ j-i-g {kdy^? + 5BrfX*inf + etc.) + etc. ; 

l'équation où R, S et T, A, B, C etD, etc. sont les coefficients 
difiërentiels partiels du second ordre , du troisième , etc. , appar- 
tenant à la sur&çe dérivée (2) : cette équation et la précédente 
devront être identiques. 

Lorsque les ordonnées correspondantes de (S) et (2) ont à leur 
pied un contact de l'ordre m — a , /ia devient infiniment petit de cet 
ordre. Mais h est infiniment petit du second ordre , lorsque dx 
et dy^dlL^idY le aont du .premier ) donc alors, pour que l'équation 

11 
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U«e MÉMOIRE. ^./^. = ^* + u* + (p^ + quY ; 

soit homogène , il faut que ^ et u soient infiniment petits de Tordre 
m : donc, dans l'expression 

A = — [r((/X — Ç)* + etc.. . .] + etc. . . . , 

les termes de Tordre le moins petit , dans lesquels entrent et u , 
étant de la forme ^rfX, wJX, ^cfY, vdYy ces termes seront des 
infiniment petits de Tordre m+i: donc ^ et u ne pourront pas 
entrer dans les termes qui contiennent des infiniment petits -de- 
' puis le premier ordre jusqu'au m^' inclusivement. 
Mais puisque les deux valeurs de h 

H — ^ [a( rfX — n' 4- 5^ {dyi—%y ( dX— t/)-fetc. ] 4- etc. , 



i.a 



^7X3 ^^^' +3B(/X*(3rY+ etc.) + etc. , 

doivent être identiques, il faudra que les infiniment petits du 
même ordre soient identiques dans les deux valeurs; car, sans 
cela , la différence de deux infiniment petits d'un ordre n quel- 
conque étant toujours plus grande que la différence ou la somme 
d'infiniment petits des ordres n+i, 71 + 2,...., ces deux diffé- 
rences ne pourraient plus se détruire, en retranchant Tune de 
l'autre les deux valeurs de h. 
On aura donc séparément. 

(r— R)ûrx* + a(^ — S)rfXrfY + («— T)cnf = o, 

(a— A)(/X^H- 3(e-.B)rfX*rfY4- 3(>— CX^^'+CJ"— I>)(/Y«=50, 

etc..«. jusqu'à 
(/t^— M)ctt- H- OT(ir~N)rfX-~'rfï 4. etc. . • . sa o. 
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Mais dX. et dfY sont entièrement indépendantes l'une de l'autre j n^ MÉMomt 
il faudra donc qu'on ait séparément 

r— R=:o, 5 — 8 = 0, f — T = o, 

a — A = o, S — B::?=o, 3.— C = o, «T — D = o, 

et ainsi de suite , jusqu'à Tordre m 

fi — M = o, V — N = o, etc. 

Or , par le principe fondamental de la théorie des contacts des 
surËices, on sait que quand les coeflBcienls différentiels des équa- 
tions de deux surfaces (ces équations résolues par rapport à la 
même ordonnée), quand, dis-je, ces coefficients différentiels sont 
les mêmes jusqu'à l'ordre m inclusivement , les deux surËices ont 
entr'elles un contact de cet ordre m ; c'est-à-dire , que toute autre 
surface qui n'aurait pas avec l'une des deux premières un contact de 
ce même ordre m ou supérieur, ne pourrait pas, à partir du 
point d'attouchement, passer entre celle-là et l'autre surface. Nous 
pouvons dcxic conclure que le théorème énoncé au conunence- 
ment de cet article, est vrai dans toute sa généralité. 

ARTICLE IV. 

OscukUion des courbes triées sur des surfaces qui sont en 

contact suivant ime ligne quelconque. 

Nous allons démontrer généralement ce premier théorème. « Si 
deux surfaces (S) et (2) ont en conmiun toute une ligne courbe 
suivant laquelle elles ont un contact de l'ordre m , les deux sec- 
tions faites dans Tune et dans l'autre sur&ce , par un plan tangent 
à cette courbe , auront entr'elles un contact de l'ordre ttz -H 1 , 
au point qu'elles ont en commun sur la première courbe. 3» 
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ii"»« MÉMOIRE Soient , en effet , les équations de ces deus surfeces 

t 

(S).... z = <P(x, j), 
(2).... z =4(x,^). 

Leur développement donnera 

[ S] . . . z-\-ds=^ -\'pdx-\- qdy + — ( rc?jc*-f- ^sdxdy+ tdy* ) + etc. 

[2]. . .z+ds=^-^p'dx+q'dy+Y-^{T^dx*-his'dxdy+l!dy*)+e\.c.; 

m 

Les deux sur&ces ayant évidemment en commun la courbe de leur 
contact, nous aurons les équations de cette courbe, en disant 
simplement que (S) et (2) , ou [S] et [2] existent simultanément 

Si nous retranchons [2] de [S], z et dz disparaîtront, et nous 
aurons pour la projection horizontale de la courbe de contact , 
réquation 

(c). . .o;=:z+{pdx + qdy) + — ( rdx^+ asdxdy-^ tdy") + etc. 
— {p'dx'\-q'dy) ^-{7^dx^+2s'dxdy-\-t'dy^) — etc. 

Or , les deux surfaces ayant dans toute retendue de cette courbe 
un contact de l'ordre m, les coefficients différentiels correspondants 
de [S] et [2] sont égaux jusqu'aux termes de Tordre m, dx% 

dxr"' dyy etc ; par conséquent tous les termes inférieurs à la 

dimension 7n+ 1 , se détruiront mutuellement dans Téquation (c). 

Les termes de la plus haute dimension qui s'entre -détruiront 
seront donc de la forme 

(M — M') (fx« + ^(N — N')(/x"-'rfK4-etc = o. 

J'observe maintenant que si , du point x^y^z pour lequel on a 
cette équation de condition, nous passons au point infiniment 
voisin, toujours sur la courbe de contact dy=^kdXy la même équa- 
tion de condition ne cessera pas d'ayoir lieu 3 mais alors M, N. • ., 

■ 
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M', N'. • . deviennent M-f-rfM , N+rfN , . . . , M'+rfM', N'+cfiN', ... : !!«• ^iémoire.' 
donc il faudra qu'on ait généralement 

rf[(M — M' ) c?x'»+ m (N— N') dx'^-'dy+etc.] =o, 
équation qui , développée , se présentera sous la forme 
(P— F ) c/jc"-*-'+(m+i) (Q— Q') (/x"rfr +etc.-f (V— VO dy^-^' =o. 

Or , cette dernière équation n'est autre chose que la diflFérence des 
deux termes de [S] et [2] , contenant les dx et dy , à la dimen- 
sion m + 1 : nous supposons toujours dj = kdx. 

A ctuellement coupons les deux surfaces par un plan ck=Ad'!x-f-BcfK; 
nous aurons pour projection horizontale des deux sections , 

Adx+ Bdy = pdx + qdy + — ( rdx^ + ^sdxdy + tdy^ ) 

+...+M{/a;™+ etc., 

Ac?x + Brfy :=p'dx ^^q^dy 4- — ( r'dx* + ^s^dxdy + l!dy^) 

• +...'+.M'£/X'+- etc. 

Ces deux courbes ayant leurs coefficients différentiels correspon- 
dants égaux jusqu'à l'ordre ra inclusivement, ont évidemment 
jenlr'elles un contact de ce même ordre m. 

Si de plus nous supposons que le plan coupant dz = kdx -f- Bdy 
soit tangent à la courbe de contact, représentée par dy^^kdXj 
il suffira de dire que les trois équations 

dz = kdx + Bdy , 
âz = pâx -f- qdy , 
dy = kdx 

ont lieu simultanément. 

Et alors , non-seulement les teri»es de l'ordre m seront respecti- 
vement égaux dans les deux équations ci-dessus , mais aussi la 
somme de tous ceux de l'ordre w + i j puisque l'hypothèse 



x 
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«•»« MÉMOIRE, dy == kdx nécessite Téquation 

(P— F)rfx~-^'+(w+i)(Q— Q')(/x'»(//+.. . .+(V— V')c(y»-^^=o. 

Donc les deux courbes tracées sur (S) et (2) par un plan coupant , 
tangent à la ligne de contact de ces surfaces, ont entr'elles un 
contact d'un ordre immédiatement supérieur à celui même des 
deux surfaces. 

En suivant toujours cette marche, nous ferions voir atec une 
égale facilité , que si nous coupions les surfaces (S) et (2) par 
un plan osculateur de leur courbe de contact ^ les deux sections 
auraient entr'elles un contact de deux unités^ supérieur à 
celui du contact des surfaces. 

Et généralement que si deux surfaces (S) et (S) ont , suivant 
toute retendue d'une courbe ^ uti contact de V ordre m y lors- 
qu'on les coupera par une troisième surface (/) , ayant avec 
cette courbe un contact de l'ordre n en un points les deux 
sections auront entr'elles , au même point , un contact de 
l'ordre m + n. 

ARTICLE V. 

Rapports généraux des sections normales aux sections obliques 

faites dans les sur/aces. 

La méthode que nous avons suivie jusqu'ici , va nous offrir le 
moyen le plus simple , peut-être , qu'il soit possible de trouver , 
pour déterminer les rayons de cdfcrbure des sections obliques ou 
normales faites dans les surfaces , et les rapports qu'ont entr'eux 
ces divers rayons. 

Reprenons, pour cela , le développement complet de l'équation 
d'une surface quelconque * 

[S]. . . . dz=:pdx H- qdy + — (rrfx* 4- 2sdxdy + tdy*) +• . • • 
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Supposons , ce qui est toujours pennis , que p = o et 5 = o , w^ rtÊMomÊ. 
c'est-à-dire , que le plan tangent 

au point Xy y y z , que nous allons considérer , soit parallèle au 
plan des x, y-^ nous aurons simplement 

[S].... dz^~{rdx^+2sdxdy+t(fy^)-\-.... 

Maintenant , soit dy = '^'dx Téquation d'un plan vertical quel- 
conque, mené par le point x^y^z. En mettant dans [S], 4'^^ ^^ 
lieu de dy^ nous aurons en dz et dx une équation qui appartien- 
dra à la section normale Êiite par le pian dy = '^^dx , ou plutôt 
À sa projection sur le plan des x elz: cette nouvelle équation sera 

((/). . . .ûk = — (r 4- 3^4' + *4'*) ^^* + ^^^** • • > 

dans laquelle il est évident que le coefficient différentiel du pre- 
mier ordre ^ est nul, et que celui du second est r+254'+H'*J 

donc, d'après ce que nous avons démontré dans l'article II de 
ce Mémoire, le rayon de courbure de cette projection est, au 
point Xy y, f , 

^ "" r + 254' + t V^' 

Pour avoir l'équation de la courbe elle-même , rabattue sur le 
plan des jc et z , en la faisant tourner parallèlement à l'axe des z, 
les z ne changeront pas, et les nouvelles X seront les droites 
mêmes dont les anciennes sont la projection. 

Reprenons donc l'équation dy = 4'^* du plan vertical qui con- 
tient ces droites X ; le rapport de chaque horizontale X avec sa pro- 
jection sera évidemment donné par ces égaUtés 
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1 4-4» 






En substituant cette valeur dans l'équation {d) de la projection 
de la courbe , il vient pour équation de cette courbe même , 



{c).. . . t/z = j^ (^ + 2^4' + ^'0 7+;p; + etc. 



• • • 



Donc p étant le rayon de cette courbe au point que l'on considère j 

résultat qui peut être ainsi traduit en langage trigonométrique : 
<c Au point où la normale d'une courbe quelconque est parallèle 

au plan de projection , le rayon de cette courbe est égal à celui 

de sa projection, divisé par le quarré du cosinus de l'inclinaison 

du plan de la courbe sur le plan de projection. » 
Nous obtiendrons avec une égale &cilité , pour cette courbe > 

le rayon fl' de la projection (c'% faite sur le plan des jk> ^* 
Pour cela , dans l'équation [S] nous mettrons pour dx sa valeur 

-r^ dy^ tl nous aurons 



a • • 



(c"). . , . fl?z = Y^ (r -*- aH' + H") % + etc. 

donc aussi p'+ p"= ^ ^ ^^ ,^,, } 

oc cette râleur est précisément celle de p. 
Donc enfin, on a généralement l'équation 

c'est-à-dire que le rayon d'une courbe quelconque est égal à 
la simple somme des rayons des deux projections de cette 
courbe sur deux plans parallèles à ce rayon , et d'ailleurs à 
angle droit 
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On pourra donc fidre tourner ces deux plans orthogonaux, autour n^ mémoire. 
d'un axe parallèle à la normale au point que Ton considère; et, 
ce dans l'infinité de positions que ces deux plans prendront, la somme 
des rayons des deux projections ne cessera pas d'être la même, 
et égale au rayon de la courbe projetée. y> 

Passons maintenant à là détermination des rayons osculateurs 
des sections obliques , en fonction des rayons des sections 
normales. 

Le plan tangent au point x, ^, z, que l'on considère sur la sur- 
&ce (S), étant toi^ours pris pour le plan des x, y; nous pou- 
vons, de plus, supposer que la tangente à la section oblique 
ou normale, est un des axes, celui des ^, par exemple; puisque 
cet axe peut être pris à volonté. Alors l'équation de la section 
normale , dont le plan devient celui des ^, z , est donnée par 

cette condition 

dx =s o. 

Le développement [S] se réduit donc à 

(e). ... & =3 — tdy^ H — ^c etc. . • . : 

donc le rayon de cette section normale est , au point placé sur 

l'axe des x , 

I 

Soit maintenant dzzssz^x l'éqoation du plan de la section 
oblique qui passe par l'axe des y , et qui par conséquent est tan- 
gente à la section normale. 

Si nous rabattons la section oblique sur le plan des x, z, autour 
de Taxe des x, la nouvelle Z sera égale à la première x V^(iL+^); 

donc on aura z= ^. j,^ , et l'équation (c) de la section nor- 
male deviendra celle (&) de la section oblique 
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«•• MÉMOîTOE. donc * . ■ 

Z = ^ V( 1 H- fi')' <(y' + -^ eta. .; 
l.a "^ > ' / ^ ' i,a.3 



{kNBC le rayon p' de la section oblique est y ,aa point que Ton 
considère, 

^^y !//>/» ^a-^ ^st le sinus de l'angle formé par le plan de la 

section oblique avec le plan de la section normale. Donc, enfin , 
le rayon dé ht section ohiiç[ue est égal au rdyàri de la section 
notrnale^ multiplié par le sinwf de V angle formé par le plan 
de ces deux sections. Beau théorème que Meusnier a trouyé le 
premier par des moyens particuliers, 

Nous pourrîonà également démontrer, des à présetot, tous le» 
théorèmes d'Euler sur la courbure des surfoces ; mais nous pré- 
férons de le faire après avoir exposé les principes qui servent 
de base à la seconde parde de ce Mémoire. 

S IL 
THÉORIE DES TANGENTES CONJUGUÉES. 

I 

ARTICLE PREMIER. 
Équation des tangentes conjures. 

Ce Mémoire , comme son titre Kndique , est spécialement des- 
tiné à développer la théorie des tangentes conjuguées j à montrer 
comment cette théorie peut conduire à la connaissance de tous 
les éléments de la courbure des sur&ces: de toutes les variétés 
que cette courbure présente, et de ses propriétés générales ou 
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papticulûères : à &irç voir, m^y comment la même théorie y par u«« m^oi&F;. 
ses équations fondamentales , peut' conduire immédiatement à la 
connaissance des feodUes de sur&ces dont la génération dépend 
d'éléments du second ordre, c'est-à-dire , seulement d'élémeJnta do 
la courbure des sui:&oes. 

Il importe donc de commencer par nous former une idée précise 
de ce que noua appelons tangentes conjuguées : l'analyse ensuite 
nous fournira leurs équations , et nous conduira jusqu'à chacun des 
buts que nous venons . de nous proposer d'atteindrç. • : 

Si l'on conçoit qu'un plan, d'abord tangent à une sor&ce quel^ 
conque , se meuve sans cesser de la toucher , il engendrera par 
ses intersections succesaives , une siurface développable. Deux plans 
immédiatement consécutifs, se couperont suivant une ligne droite, 
arête de cette développable; or, cette arête (première droite ) aura 
toujours un point de commun avec la courbe de contact de la 
surface développaUe et de la surface générale : concevons en ce 
point la tangente à leur courbe de contact. Nous aurons ainsi 
deux lignes droites tangentes à la surface générale , au même point 
de contact ; en les considéi;ant sous le point de vue. die leurs rapports 
mutuels, nous les appellerons tangentes conjuguées. Tro.uvpns 
donc réquation des tangentes conjuguées. 

Soit Jz==/?rfx 4- 'çtfy l'équation différentielle du premier ordre 
d'une sur&ce quelconque. L'écpiajtion de son plan tangent sera ^ 

X , Y , Z étant les coordomiëeâ courantes du plan , et ^cj ^, t 
celle du point d'application. Concevons maintenant que ce point 
d'application x^ y yZ puisse varier de position , et prenne succes- 
sivement toutes les positions dont 41 est susceptible,. lorsquç. sa 
projection sur le plan des x,jk décrit la- courbe 

• ^ a 



!■ I I ■ I I 



i. ,;> 
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Un* MÉMOIRE. On sait que le plan (i) formera , par ses intersections succesr 

sives , ainsi que nous venons de le dire , une sur&ce développable 
déterminée (D) : c'est cette développable que nous allons d'abord 
considérer. 

Lorsque le point x^ y ^z varie infiniment peu sur la courbe (a)^ 
le plan (i) prend une position infiniment voisine de la première, 
et Ton sait qu'alors l'intersection de ces deux plans dondécuti& 
est une des arêtes rectilignes de la surfece développable. 

Déterminons l'équation de cette arête : x , jy' , z devenant x+dx, 
y'^dzy z+ éfe, l'équation du plan (i) , lorsque X, Y , Z ne va- 
rient pas y donne 

— dz^^-^ pdx— qdy -^-dp {li.'—x)^ dq{Y —y). ^ 

Or, x^y^z est le point d'application sur la sur&ce à double cour- 
bure dont l'équation est dz=tpdx+qdy : 

donc ossidp{X — x) + dq(Y—y) 

est l'équation des points communs au plan (i), et au plan infini- 
ment voisin. C'est l'équation de la projection sur le plan des Xy y 
de la droite intersection de ces deux plans. 
Mais comme pet q sont l'un et l'autre fonctions de x et y , on a 

dp=:rdx+sdy y dq=:sdx + tdyy 

valeur où -, ^, - sont les coefficients différentiels du second 

ordre de l'équation générale de la surface primitive. Leur substi- 
tution dans oz=zdp{X — x)^dq{Y — y) donne 

X— X "*" sdx + ^y **" 
Y V 

Dans cette équation , x^^ y exprime la tangente trîgonomé- 

trique de l'angle formé sur le plan des Xy y par l'axe des x et 
la projection de l'arête cberchée. Soit 4' cette tangente ; nous 



J 
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aurons 

j , • rdx^sdy _ !!■• MÉMOIRE 

dans laquelle dy^ dx jappartiennent à la courbe (a) , j)^= ^ (x) qui 
donne immédiatement dyz=:(p'.dx, ce qui transforme Téquation 

4'+ê^=° «^ +'+.^ = 0. ou 

(A)... r+^«+40 + '?>V = o- 

Telle est l'équation de condition qui lie entr'elles les positions de 
Tarête de (D) , et de la tangente à la courbe de contact (a) de cette 
surface avec la primitive. 

Or , cette équation est symétrique en <p' en 4' • donc (p', au lieu 
^d'appartenir à la tangente de la courbe de contact de (D) , peut 
appartenir à l'arête d'une nouvelle sur&ce développable ÇD% et alors 
4^ au lieu d'appartenir à l'arête de la première surface développable 
(D) 9 appartiendra à la tangente de la courbe de contact de la seconde 
(ly) : d'où résulte ce théorème général également applicable à toutes 
les sur&ces possibles : 

ce Que sur une surface de la forme la plus arbitraire y on conçoive 
une première surface développable (D) qui la circonscrive dans^ 
toute l'étendue d'une certaine coiu^be c ; ensuite une seconde sur-' 
face développable (D') qui la circonscrive pareillement dans toute 
l'étendue d'une courbe quelconque d; si au point P placé à la fois 
sur les deux courbes de contact , l'arête de ( D ) est tangente à la 
courbe d^ lieu des contacts de (D') , réciproquement, l'arête de (D') 
passant par ce point , est tangente à la courbe c , lieu des contacts 
de (D) sur la sur&ce générale. Ces deux droites, réciproquement 
arêtes et tangentes , sont celles que nous avons nommées tangentes 
conjuguées par rapport aux surfaces quelconques. » Nous offirirons 
encore d'autres raisons de cette dénomination. 



U«» MEMOIRE. 
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ARTICLE IL 

'application aux lignes de courbure des surfaces. 

Lorsque les tangentes conjuguées deviennent réciproquement 
orthogonales , nous savons qu'au point de leur intersection elles 
sont tangentes aux lignes des courbures principales de la surface 
(I" Mémoire , § IV) , et nous ferons voir dans l'article IV de ce § , 
la légitimité de cette assertion : maintenant il nous suffit d'appeler 
lignes de courbure y celles qui partout sont dirigées tangentiel- 
lement aux tangentes conjuguées orthogonales ; l'expression diffé- 
rentielle qui donnera la condition d'orthogonalilé de ces tangentes , 
sera donc l'équation différentielle même des lignes de courbure. 

SmVnt «(Z— ^) + X-5C = o, a' (Z-z) +X— x=:o, 

les équations des deux tangentes conjuguées projetées sur les plans 
des X, z et des y^ z. 

En conservant les notations ^ et 4 ^^^ ^^ Tarticle précédent y on 
aura évidemment 

. = <), 7«4- 

Maintenant les deux tangentes conjuguées devant être l'une e( 
l'autre sur le plan tangent , 

Z~z=/7(X-:^) + î(Y-j^), 
on a d abord 

1 + a/? 4- ^î = o , 

1 + a'/7 4- è'ç=:o, 



^*) Pour ne pas trop charger nos formules par des accents , nous mettrons 
à l'avenir ^ et 4^ simplement pour désigner les tangentes trigonoméiriqués jus- 
qu*ici désignées par ^' et ^^ Alors nous aurons 

dy:=^fdx, dy^^i^fdxg au lieu de dyz=z^'dx, dy = 4^'dx. 
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et parce qu'elles sont à angle drdR, il Êiut encore qu'on ait ii«t mémoire. 

1 + aa! + hV = o. 
Or, ces trois équations donnent immédiatement 

oa' 4* hV + (a/7 + hq){a!p + Vq) = o , 



ou 



^+^7+(P + 5î)(P+7^) = ''' 



h h' 

équation qui, par la substitution de ^ et 4 P^^^ - et -7, de- 
yient, en ordonnant convenablement les termes, 

(B). . . .1 +j9*+/>5r(?) + 4) 4- Ci+î*)H=o; 

c'est la condition pour que deux tangentes conjuguées, représen- 
tées en direction par ^ et 47 soient réciproquement orthogonales. 
Cette équation appartient donc ellennéme aux lignes de courbure. 

Donc les lignes des deux systèmes de courbure sont données 
en 9 et 4 P^i* ^^u^ équations, Tune (A) , exprimant seulement 
qu'elles SQnt dirigées suivant des tangentes conjuguées, l'autre (B), 
qu'elles âe croisent à angle droit Rapprochons ces deux équations. 

(A).. .. r-f-5(^+4)+^4=^> 

(B)...- i+p*+jo5((p+4)+(i+ç*)^4=o. 

Si nous faisons 1 +jp'= r', pq = s\ 1 -j- ç»= t^, Féquatîon (B) 
sera d'une forme entièrement semblable à l'équation (A) , c'est- 
à-dire que r et r', s et s\ t et tf, j entreront absolument de I» 
même manière. 

Il est d'ailleurs évident qu'il n'entre que des fonctions symé- 
triques de 9 et 4 d^QS 

(A)... . r -1-5(^-1- 4) + *P4 = ^> 
[B], . . . r'-l- s'ifp -t- 4) + «'^4 = o. 

Si donc nous vchiIods obtenir une équation unique qui enibrasse 



/ 
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n*> MÉMOIBE. à la fois les deux valeurs ^ de (p et 4 ; en prenant leur somme 

simple et leur produit, nous aurons ^*^ 



donc , d'après le tbéoréme «connu sur les coefficients des équa- 
tions , 

est réquatipo uqique ^es lignes de courbure. Si, en effet, nous 
remettons pour r', s\ i! leurs yaleurs 1+/?', ^Pî, i+î% oou» 
aurons 

équation identique avec celle donnée par Monge , feuille 1:9^ d'Ana- 
lyse appliquée, et auparavant dans un Mémoire sur les déblais 
et remblais, (Mém. de l'Acad. des Scienc. de Paris pour Tannée 1781.) 
C'est aussi ce qui devait être , puisque noys ayons adopté les 



T-r 



W Antrement : Pour aéparer 9 et 4^ ^ on observera que les équations (A) et 

\JS\ peuvent être mises sous la forme ^ -j- J^'T = o , + + ■ , , ^ = o » 
06 qui donne immédiatement 

^-7^=0, d'où ♦•(«'*-*'0 + f(«'''-''0+(*''— ''0=9. 

équation qui donnera poui racines les deux valeurs ^ et 4^ correspondantes i chaque 
points et qui sera elle-même l'équation différentielle des lignes de courbure^ en 

f upposant que ^ = -j^ , soit Téquation différentielle de la courbe touchée cons^ 

tamment par une des tangentes conjuguées orthogonales : cette courbe est dans ÇQ 
oas-d^ une'li^ de couxlnira de la surfiice que nous considérons. 
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désignations par lesquelles ce géomèl;re a représenté les coefficients u«* mémoire. 
différentiels qui en sont les éléments. 

On peut mettre Téquation des lignes de courbure sous cette 
forme très-élégante , (C) . . . 

(l)X?-4^>+l(^"-^)'*+(4^-?)"=°' 

t 

ou plus simplement 

Pour découvrir Fanalogie des trois coefficients de cette équation , 
écriyons ainsi les trois rapports : 



r r ' 



O .... ^— . ^ . 
I 

Les différences a« — 3«, i«— 3*, 3« — a«, multipliées respec- 
tivement par les r^ s^ t qu'elles contiennent , seront les trois 
coefficients cherchés. 

U est plus utile qu'on ne pense, de donner aux résultats ana- 
lytiques une forme symétrique et facile à retenir : celle-ci est d'au- 
tant plus remarquable que y tout en soulageant la mémoire y elle 
rappelle entre les r, 5 , i et les /? , 9 , une analogie qui se 
présentera souvent, et dont la considération nous sera d'une grande 
utilité. 

On voit par la marche que nous avons suivie, qu'on peut éga- 
lement représenter le système des deux lignes de courbure , par 
une équation unique, 

i5 
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n<M MÉMOIRE. OU 

et par le système très- simple des deux é<|uatioDS 

(A) . . . . r+$ (^ + 4) + ^4 = ^ 9 

(B).... i+/?*+jog((p + 4) + (i+ç*)^4 = ^» 
ou 

(A)., .. r+ s ((p + 4) 4-*p4 = ^> 

[B].... /+5'(^ + 4) +«'(p4 = o. 

■ 

Dans ces dermères équations, ^ et 4 représentent sur le plan 
des Xy yy des tangentes trigonométriques appartenant à la direc- 
tion des lignes de courbure. Ces dernières équations ont Tavantage 
de présenter isolément les relations de ^ et 4 ^^^^ ^^^ éléments 
du premier ordre jP, ç, et arec ceux du second r, 4, f ; de ma- 
nière que lorsqu'on n'aura besoin de connaître qu'une seule rela- 
tion entre ^ et 4> on pourra choisir celle de ces relations qu'on 
voudra , suivant que les éléments du premier ou du second ordre 
seront plus ou moins avantageux à employer- J'ajouterai , enfin, 
que toutes les fois qu'il s'agira de déterminer des relations quel- 
conques entre les lignes de l'une et de l'autre courbure , il sera 
plus facile et souvent plus élégant de se servir du système de ces 
équations, que de comparer entr'elles les valeurs radicales do 
l'équation générale (C) qui embrasse à la fois les lignes des deux 
systèmes de courbure : c'est ce dont nous présenterons plusieurs 
exemples. 

ARTICLE III. 

f 

Des rayons de courbure, des suTfaces et de ceuH de leurs 

sections normales. 

Pour déterminer sur la sur&ce quelconque (S) ayant pour équa- 
tion du premier ordre, dz=^pdx^qdy ^ le rayon osculateur 
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d'une section normale quelconque au point x^ y^ Zytn appelant n»t mémoire. 
y, y'^ 7! les coordonnées du centre de courbure , et f la gran- 
deur du rayon , nous aurons d'abord 

Mais le rayon / est dirigé suivant la normale de (S) au point 
X^y ^z\ il faudra donc que ses extrémités ou les points x,y , z 
^t ^\ y\ '^ soient Tun et l'autre sur celte normale , dont les 
équations générales sont 

ijc — X + /; (z — Z) = o, 
jK — Y + ç (z— Z)=a, 

X , Y, Z étant les coordonnées courantes ; x^y ^z celles du point 
d'apphcation sur (S) : donc nous aurons entre Xy y y zti x\ y\ 2! 
les deux éqpations de condition , 

X — x' + p {z — z') = o, 

. y —y 4.. 5 (5; — 2') = Oî 

d'où . ' ^ 

/•=(>ç-z')*(i+/>- + îO et /=(z — z')/(iH-/?*+5*i 
Élisant donc a=|/(i — /?* + ?*)> ona- ^ . 

Marchons maintenant sur la suriace (S), dans le sens de la sectitm 

normale que nous considérons et pour laquelle ^ s=: >[/. 

x^ y ^ z variant infiniment peu de grandeur , le rayon / et les 
coordonnées x\ y\ 7! du centre de courbure ne varieront pas : donc 
la différentielle de / ou de /• sera nulle , ce qui donne pour différen- 
tielle du premier ordre , à cause de c(x = 4^^ > ^^J = 4'^^*- 

o=x— x'+(^~y)4-f (z— z')(/)+54), 

et pour différentielle du second ordre , • 
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UBt MÉMOIRE, en observant que les deux termes {y — y)4' + (2 •"^') 94^^ 

s'évanouissent d'eux-mêmes en vertu de Féquation de condition 
y —y +?(^ — 2') = o. Ona donc immédiatement 

OU bien , en reprenant la notation fy s^^ t' que nous avons déjà 
employée , 

et par conséquent, 

f— *• r+asi + i^^ ' 

équation où 4 > comme nous Pavons dit, est la tangente frigono- 
métrique de l'angle formé par l'axe des x et par la projection , sur le 
plan des X , ^ , de la touchante de la section normale que nous 
considérons. 

A présent, comparons ce rayon de courbure avec celui de la 
section normale qui ]^asse par la tangente conjuguée à la première 
tangente , et conservons aux signes '\ ^X p l'expression que nous* 
• leur avons donnée jusqu'ici* 

(A) r+5(q)+4) + ^4 = ^ 

est, comme nous savons, l'équation de condition à laquelle deux 
tangentes au même point de la sur&ce (S) , doivent satisfaire pour 
être conjuguées. Nommant P le rayon de la section normale cor-: 
respondante à p, nous aurons évidemment 

Demandons-nous quelle doit être la valeur de P4- f > somme 
des rayons f etV de deux sections conjuguées ? Elle sera d'abord 
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Réduisons les deux fractions du second membre au même déno- iime mémoire. 
minateur j et pour le faire avec plus de simplicité , observons 
d'abord qu'en retranchant de chaque dénominateur la quantité 
r + ^(^+4)4- *f 4 = o , on n'en change pas la valeur. Mais 
alors ils deviennent , le premier , 

<4 — <P) + H (4 — <P) = (4 — *X^ + H) y 
le second , (^ — 4)(^+ 'f)- 

Réduisant tout au même dénominateur , nous aurons 

Développant les produits du numérateur , et supprimant les termes 
-+• r'^—r'^ «4-2^*4^ — a5'iç4> Q"^ ^^ détruisent, on a 

7^t.(p + a/^.4 + <'^.4' + *'<P4'4 

Divisant par ç — 4 ="^(4 — ^) > 9^ disparaîtra des deux termes, 
il vient 

r^t — 2/^ — t'[s(jp + 4) 4- *p4]^ 
ou r^t—2s's + tfry 

puisque l'équation (A) donne ^ (^ + 4) + *P4 = — ^• 
Donc le numérateur de p<4^P se réduit simplement à 

et de même le dénominateiyr 

(^ + H) ('^+'^) = ^'+ *[^ (^ + 4) 4-*p4]=^* — rt^ 

ou — (rf — ^•): 

donc enfin, 

P4.P=5 — a. j^— j; , 

OU, en développant. 
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lime MÉMOIRE. On observera que celte valeur de p + P <îst indépendante de 

(p et 4^, d'où résulte cette propriété générale des surfaces: La 
somme des rayons de courbure des diverses sections normales 
d^une surface quelconque , conjuguées et prises deux à deux, 
est pour un même point de cette surface une grandeur constante. 

Les rayons de courbure de la surface naéme , appartenant aux 
sections normales faites suivant les tangentes conjuguées récipro- 
quement orthogonales , il s'ensuit que la somme des rayons de 
courbure des sections normales conjuguées est une constante 
égale à la somine des deux rayons de courbure de la surface, 
au point que l'on considère. C'est, comme on voit, une équa- 
tion du premier degré, entre les deux rayons de courbure d'une 
surface en chacun de ses points ; et cette relation est par consé- 
quent d'un ordre encore plus simple que celle qui réunit les tan- 
gentes conjuguées et les lignes de courbure ; puisque les équations 
(A), (B) de ces lignes sont l'une et l'autre du second degré 
en ^ et 4- 

Si nous voulofts que p et P ne soient pas seulement les rayons 
de deux sections normales conjuguées, mais qu'ils soient particu- 
lièrement ceux de courbure de ta sur&ce, il finodra que ^ et 4/ 
soient alors liés entr^enx pdf les relations qu'établissent les 
équations (A) et (B) des lignes de courbure. Pour cela , il faudrait 
généralement prendre les valeurs de p et P en ^ et 4? supposer 
entre ces deux dernières grandeurs les relations données par les 
équations (A) et (B) ; les éliminer de ces quatre équations , ce qui 
donnerait d'abord les valeurs radicales de p et P : en faisant en- 
suite disparaître les radicaux , on s'élèverait à l'équation unique 
qui contient les valeurs simultanées de p et P comme racines. 
Mais cette opération effectuée ainsi, jetterait dans de trop longs 
calculs , et l'on peut parvenir au même résultat par une voie moins 
pénible : la voici, 
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Comparons d'abord les valeurs de (p), (P) j (A) et (B). u»» mémoire. 

r.\ . _ ^ / + 3^^^ + t'y 

rp\ V— ^ / + a/» + ^ »' 
{i-). ... r _- — «• r+M+.tV 

[B]. . . . o = r' 4- .9' ( <p + >|.) + *'4>4, 

(A). ... o = r4-*(^ + 4)4- ^<p4- 
A la seule inspection de ces valeurs ainsi rapprochées , on voit 
que les numérateurs de / et P se déduisent de leurs dénomina- 
teurs , comme Féquation (B) se déduit de Téquation (A). Il suffit , 
en effet, dans Tun et Tautre de ces cas, de changer r' en r, 5' en 5, 
t' en t Mais exi cherchant la valeur de / + P , nous avons vu 

que les dénominateurs de / et P se réduisent , au moyen de l'équa- 
tion (A) , à 

(4~<P)(^ + H) et ((l>--"^)(s + tf). 

Donc, au moyen de l'équation [B], leurs numérateurs se rédui- 
ront à 

(4-<p)(/+«'4) et (^--4)(5'+f'(p). 

Les rayons f et P , lorsqu'ils sont les rayons de courbure , 
prennent donc d'abord cette forme très-simple ^ 






[P] =: - a. 



s + tf • 



W Si Ton observe que les écpiatiozis (A) et [B] peuvent être mises sous la 
forme 

(A) r + s^ + (^s + t^)i^ = o, 

[B]. . • . / + s'^+ is' + t'^f) f = o, 

J+^^ 5+5^/ ' s + t^ t + stp 

Donc aussi les deux rayons de courbure de la surface peuvent être présentés 
•DUS cette forme 
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n«« MÉMOIRE. Ces yaleurs développées donneront ') ' 

in — — «• jq^ , 
[P] = - «.w±ii±5l)i. 

Maintenant, pour obtenir une équation unique qui donne simul- 
tanément les valeurs [/>] et [P] , comme déjà nous en connaissons 

la somme /+P=î — *• : — -r — • 

Nous n'avons plus qu'à chercher la valeur de leur produit fV, 
Or , rt — 5* est le produit des dénominateurs : donc a*(r'f' — s^ 
est celui des numérateurs. Donc enfin, 

/t' — /• «4 



fV = a. 



w 



rt — j* rt — ^ 

Ainsi le système des équations qui font connaître les rayon» 
de courbure est 

[II].... /P= ^ 



Donc réquation générale des rayons de courbure est , en appelant 
R la racine commune , 

Monge a désigné rt — s^ par^, (i +jP*)* — ajP5r5-f-(i + 5*) r 
par A, et t/( i +j7»-i- ç*) par A , et il a obtenu ^"H- Aâ:R+ A:^=o, 
pour équation aux rayons de courbure : l'identité de ces résultats 
est évidente : cette équation peut être mise aussi sous la forme ^ 

R*(rt— ^•) + R(r«' — aw'+fOC^^ — '^'•)* + (^*' — ^'•) = ^- 



W En effet, on a /«' — /•=( i +p*) ( i +9*) —pY= ^ +P* + 7^ 
Orc«=|/(i+p*+g«). 
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Les réflexions que nous avons présentées en parlant des équa- n«« jmémoirc. 
tiôns des tangentes conjuguées et des lignes de courbure, sont 
également applicables ici, où nous faisons entrer séparément 
-dans nos calculs les rayons de l'une et de l'autre courbure , 
comme ceux des deux sections normales conjuguées. Ainsi nous 
«n tirerons les mêmes ccmséquences sur les avantages que pré- 
sentera l'emploi de ces équations, dans l'analyse des surfaces dont 
les courbures sont liées entr'elles par une loi quelconque. 

Avant de terminer cet article, nous ferons remarquer une fonc- 
tion symétrique des deux rayons de courbure [/] et [P], dont la 
considération est très-importanto, .... Puisque 

C'est la somme des valeurs inverses de [f] et [P]. 
On aurait pu, d'ailleurs , tirer immédiatemient la valeur --+4 

de l'équation du second degré en R dont les racines sont / 

et P ; car, en y mettant ^ pour R , on aurait eu pareillement pour 

second terme réduit, et pris avec le signe moins, 

c'est la somme des nouvelles racines - + 4- 

p '^ 

m 

ARTICLE V. 

Du plus grand et du plus petit rayon de courbure des surfaces. 

Nous connaissons déjà la limite qui sépare le^ deux comrbures 
4'une surÊice courbe ; mais nous ignorons encore quelle est, pour 

i4 
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ii»MÉMoiBE. chacane d^ettes^ là seconde Kmite de cette grandeur j jcelle <|ai , 

|>ar 6:&Mhf)le , pour les petites courbarM^ présente la ihoiiidre des 
Hcourbâres; et qui, pour les grandeis coûrbun» de la sutffiice , pré^ 
éenté la plus ^nde des courbures. PiropeioMhDoos de déterminer 
ces valeurs e!8:trémes. 

Il est évident que ces courbures cotrespMMk^tÀ la ptas gnande 
€t à la plus petite Valeur qiâe puisseait prendre ks rayons f m P 
des sections n<»ina)eS de la surface. U (but édnc que leur valeur 
«oit alors liamaitiman ou im miniïHum^ et par >conséquent^ que 
kur diflërentielle,pris«itti passant tl'un rayon au Milvant, soitnnUo^ 
Or, le rayon d'une Mbtion Di<mniale quelconque est (artîcie 
précédent ) > 

Donc df'=: Oy pris par rapport à 4 > donne immédiatement 
d'où 

- • . 

Mais le premier membre de cette équation , multiplié par — « ^ 
est la valeur du" rayon de la section normale qui doit être un 
maximum ou un ffdtdmwfn ^^^; 

Et le second mettâ)re , pareillenKint multiplié par — a, est celle 
du rayon même de courbure de la surface j c'est-à-dire , du rayon 
de la section normale dirigée suivant une ^s li^S <|ue àoûd 
avons nommées lignes de courbure. La courbure de la surface 
est donc effectivement un maximum ou un minimum^ suivant 
les lignes dites de plus grande et de moindre courbure. 

(^ Des deux yaleuis.f et 4^ qui conrespondeot .aux deux sections normales 
limites j rune,e8t un maximUm qnûnd Tautre est un Tnm/mum ; puisque leur 
•ôifiine est égale $ îféllè des rayons de' detnc sections nomuiles conjugées quelconques. 
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Dans Tarticle II de ce $ ^ nous ayons déterminé les Kgnes de Uf» m^QJU^: 
courbure par leurs relations ayec les tangentes conjuguées ; nous 
venons de les déterminer maintenant par leurs relations ayec la 
courbure des sections normales ^ et nous rentrons ainsi dans le 
cercle des propriétés à qui elles ont du leur dénomination. 

Et puisque nous ayons &it voir que les directions des deux 
lignes de courbure qui se croisent en ohacfue point ^ sont cienstam*- 
ment orthogonales , il fiiut en conclure cet admirable tiiëoréme 
d'Euler , qui a été pour la géométrie moderne la source des plus 
grands progrés : 

En chaque point d^une sur/ace , les deux directions de plus 
grande et de moindre courbure sont constamment à angle 
droit. 

Mais c'est ici le lieu de feire connaître Ips autres propriétés de 
la courbure des surface ^ qu'cm doit à ce géopiétre si fécond en* 
réeidtata heureux 

ARTICLE V. 

• ■ ■ " ■ ■ • 

Démonstration de plusieurs ^léorémes 4^Bnkr sw la murburs 

des surfaces. 

Vovx opérer ayec plus de &cilité , sans nuire d'ailleurs à la 
généralité des résultaU , euppotrais que le plan tangent ei| x,>>z 
sOit psoraJIèle au plan des x , 7 : ce qui ne change neuà Jft forme 
de la sur&ce j alors nous aurons 

3j=p=o, ^=j=oj d'où flt=/(i +/>» + }•)= lî 
et ensuite 
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ii>M MÉMonus. Donc enfin on a , pour le rayon normal quelconque , 

KfJ f — — r+as^ + t^y 

Maintenant , à la place de la tangente 4 9 mettons la tangente 

d'une section perpendiculaire à la première ^ c'est-à-dire ; ~t» 
nous aurons un nouveau rayon / qui donnera 






et par conséquent 



1 . 1 



i + ^=-(r + 0. 



Mais ce résultat ne contient pas 4 ; donc la somme - + -r restera 

la même pour toutes les- yaleurs qu'on pourra donner à 4 ; il 
fiiut donc en conclure ce théorème général : 

Si deux sections planes sont faites à angle droit suivant la 
normale quelconque d^une surfûLce ^ en divisant runité succes- 
sivement par les deux rayons osculateurs de ces sections ^ la 
somme des deux quotients sera constante dans toutes les po- 
sitions que pourront prendre les deux sections normales quel-' 
conques. 

Passons à d'autres propriétés. Sans rien changer à la courbure 
de la surface au point x^ y ^ z , non - seulement nous pouvons 
supposer /> = , 9=0, mais aussi ^=0. Puisque la transforma- 
tion générale des coordonnées orthogonales permet de disposa 
arbitrairement de trois grandeurs. 

Par cette nouvelle hypothèse , l'équation des tangentes conjuguées 

(A), . . . r 4- ^ ( ^ -f- 4) + <?4= ^ > 

deviendra amplement 
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Si maintenant on yeut avoir les valeurs de ^ et 4 qui corres- um mémoire. 
pondent aux deux directions des tangentes conjuguées orthogo- 
nales , c'est-à-dire , aux directions des deux courbures principales, 
leur orthogonalité exigera qu'on ait i 4- ^4 = ^- ^our que cette 
équation n'implique pas coiltradiction avec r +i(^4 = ^J il Êtudra 
que ^4 devienne de la forme ~ (à moins qu'on n'ait r=£, cas 
particulier dont nous nous occuperons avec détail ). Ainsi ç sera 
nul, et 4 infini. Mais ^ et 4 représentent ici, par hypothèse, la 

direction ^ des deux courbures principales : donc lorsque s =: o ^ 

les directions des deux courbures principales de la sur/àce sont 
celles mêmes des axes des x et des j. 

Par l'hypothèse 5 =: o , la valeur inverse du rayon d'une section 
normale cruelconaue devient 






tandis que la valeur inverse des deux rayons de courbure devient , 
en Ëdsant tour à tour dans cette expression 4=0 ^t 4 ^^ ? » 



Ul^ 



M 



Si donc nous observons que ]^^ est le quarré du cosinus de 
rangleformé par l'axe des x , avec la section dont p est le rayon; tandis 
que \T^ ^t le quarré du sinus de ce même angle j en le désignant 
par Ci , nous aurons immédiatement 

c'est-à-dire que a la vfileur inverse du rayon dPune section nor- 
male quelconque, est égale à la somme des valeurs inverses des 
deux rayoQS de la sur&ce même, multipliés respectivement par le 
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u** MÉMOnus. qoairé dii co$iuo8 de Fangle qae forme diaqoe direction principale 

de courbure , avec là section normale que Ton considère, y^ 

L'équation précédente peut être mise inmiédiatement sous cette 
forme 

Mais y par les prindpes de la tngtmométrie y oo sait que 

sîn* a = î — 7 cos 2m , 

cos*â# =5= î + 7 cos aû>; 
donc 



(f) = 



Ce dernier rapprochement fournit la construction la plus élégante 
et la plus simple pour déterminer le rayon {f) d'une section: 
normale quelconque , en fonction de l'angle t» que Êiit le plan de 
cette section avec Tune des courbures principales. (Voyez la note II.) 

À&TICLE VL 

application des ihéorémeê précédents a la théorie de l'action 

capillaire. 

L'auteur, de la Méehaniqae Céleste , après aroir développé les 
lois de l'attraction des grandes masses planétaires > a transporté 
la même analyse à ces phénomènes si délicats que^ pour indiquer 
la petitesse des distances qui les rendent sensibles, on a cru devoir 
donner à leur cause le nom d'action capiUaire. Il n'entre pas 
dans notre sujet de parler des méthodes de méchanique par les- 
quelles sont développées les lois de cetto. attraction singulière ; 
mais la même théorie offrant une des applications les plus tnar* 
quandei et les plus h^xrevsas des propriétés du contact et de la 
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courbure des surfaces , nous devons fidre connaître Fesprit de n»» nÉMoniE. 
cette application : par là nous répandrons un nouvel intérêt sur les 
vérités abstraites que qous venons d'exposer. 

Lorsqu'un fluide communique entre deux plans fort voisins , ou 
dans un tube très-étroit , tantôt il s'élève au-dessus du niveau 
naturel du reste flu fluide ; tantôt il reste plus bas : rarement, enfin , 
se place-t-ii à la même élévation que le fluide extérieur avec lequel 
il communique. 

Dans les deux cas les plus flréquents , la sur&ce du fluide élevée 
ou déprimée, n'est |du6 hori2ontalej elle est concave dans le pre- 
mier, et convexe dans le second. 

Or, la courbure plus ou moins grande affectée par la surface 
extérieure du fluide , et l'élévation ou la dépression de ce fluide , 
étant les efiets simultanés d'une même cause , ont entr'elles une 
relation nécessaire : exprimons cette relation. 

Supposons d'abord que U surface du fluide renfermé dans un 
tube , soit sphérique. Chaque molécule de la colonne ren^rmée 
dans le tube, attire et est attirée suivant une force qui, comme 
nous l'avons dit , n'est aiisnsible qu'à des distances insensibles. Si 
donc on cherche , d'après cette condition , l'action de la masse 
fluide sphérique sur une de ses molécules ; cette action dirigée 
de la molécule au centre de la sphère , sera composée de deux parties 
bien distinctes, l'une ajgissant de haut en bas, l'autre de bas en haut. 

La première K, fig. â , neiprésentera l^ffet de la masse fluide en la 
supposant terminée par un plan lOR ; la seconde représentera Fedèt 
opposé ûii reste de la masse fluide comprise entre le plan tangent lOK 
et la partie ^érique NOM ( c'est ce qu'on appelle un ménisque). 

Il est visible que «i fo surface NOM est concave , la masse fluide 
étant composée des âeux pafties BIOKF, MIOKJV, l'eSet de la 
masse entiiki5 sera la différence de leurs eflèts. (Voyez la note III.) 

Au contraire, si la sur&ce est convexe ; fig. 5 l'efièt de la masse 
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ii»« BIÉMOIRE. fluide EMONF sera la somme des efiets de la partie plane EIOKF^ 

et du ménisque MIOKN. 

La première grandeur K est nécessairement indépendante de 

la seconde , elle est toujours la même j tandis que l'autre = ^^° 

est réciproquement proportionnelle au rayon / d%la sphère MON; 
c'est-à'Klire que si dans dent cas différents , le fluide est terminé 
par une portion de la sphère dont f soit le rayon ^ ou de la sphèrç 
dont p^ soit le rayon , les actions des parties sphériques MIOKN 

seront représentées par -v et - ; la demi-somme de leurs actions 

serai^donc = 3. ^- 4- -,V donc aussi la moitié de Taçtioîi totale 
du fluide sera , suivant les demu cas , fig. a et ^ , 



^^K^-^iy 



Arrivons maintenant au cas général. 

L'action capillaire n'ayant lieu qu'à des distances insensibles ; si 
h est la limite de la hauteur où cette action cesse d'être sensible, 
il est évident qu'une portion sensible de sphère fluide la sphère 
même toute litière n'ont pas plus d'action sur un poiot quelr- 
conque , qu'un de leurs segments très-petit , et dont la flèche / est 
dirigée sur ce point. 

Mais dans l'étendue d'un segment très-petit, une sur&c« se 
confond sensiblement avec toutes les sur&ces qui l'osculent. Cette 
action de la sphère ou de son simple segment, est donc égale à l'action 
d'une surface particulière dont les deux rayons de courbure seraient 
sur la Qèche du petit segment , égau}( au rayon de la sphère^ Ainsi , 
par exemple , la sphère pourrait être remplacée par une sur&ce 
de révolution ayant son sommet à l^xtrémité de la flèche du seg^ 
ment, et le grand cercle de la sphère pour cercle osculateor do 
se? méridiens^ 
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. De même ensuite , lorsîque la surface du fluide est quelconque , n»» mémoire. 
le petit segment dont la flèche est / a sur tous les points du pro- 
longement de cette flèche , la même action que le corps terminé 
par la surface entière , ou terminé par une surfiice quelconque 
osculant la primitive au sommet du petit segment (c'est-à-dire, à 
l'extrémité de la flèche /). 

Mais au lieu de substituer une osculatrice unique à la sur&ce 

du fluide renfermée dans le tube , ce qui ne serait que reculer la 

difficulté sans la vaincre, suivons une ai^tre marche. Supposons 

que la flèche / soit Taxe du tube, ou simplement la normale à 

la surface fluide , qui est en même temps verticale ( on voit qu'ici 

nous supposons le tube vertical). Menons par cette flèche'une infinité 

•^de plans verticaux qui tracent sur la surface du fluide une infinité 

de sections normales: ces plans ^ d'ailleurs, étant tels que chacun 

iplme, avec le suivant, uni angle constant c/^tt. A chaque zone de la 

surËice terminée par deux sections normales consécutives , nous 

pourrons substituer une zone sphérique ayant pour méridien le 

-cercle osculateur de cette zone 3 car le petit filet triangulaire 

ONN'/i, fig. 4, compris entre les deux zones sphérique et quelconque 

OiNN', ON/ij cefilety dis-jc, aoratoujoxirc infinimcut petit par rapport 

à la tranche OMNN'Q comprise entre la zone quelconque, et les 

deux plans consécutif qui limitent les deux zones. 

Si donc le rayon général de la section normale est / , on aura 
— pour l'action du ménisque entier , et — . — pour l'action d'une 

tranche comprise entre deux plans formant un angle dw {tt est 
la demi-circonférence). 

Mais nous' venons de voir que cette action est aussi celle de la 
tranche correspondante de la sur&ce quelconque ; on aura donc 

— . — pour l'action totale du ménisque terininé par la sur- 

Êice quelconque; et parce que dnc et ir sont les mêmes pour 

i5 
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limt MÉMOIRE, toutes les valcuFs de /, j'aurai simplement H ~ J^ pour cette action 

du ménisque ; donc l'action même de la masse entière du fluide 
sera K q= -^ y- , suivant que le ménisque MIOKN sera concave 

ou convexe. 

Si donc je conçois qu'à partir d'une première section normale i^ 
je détermine premièrement les rayons f ', p", p'", .... des sections 
normales Êdsant avec la première un angle égal à i^ a, 3 9. • .fois 

c/tt jusqu'à - ou l'angle droit j ensuite les rayons f, , p^^ , p,,, 

des sections normales formant avec la première un angle égal 

à -, plus ly a y 5,. . . fois cf^; il est évident que les sections ayant 

respectivement pour rayon p' et p^, p" et p,^,%p'" et p,^^, etc, sercMit 
à angle droit ^*^. 

Mais on sait qu'en chaque point d'une surSice , les valeurs in^ 
verses des rayons osculateurs des sections normales jouissent 
d'ime propriété bien précieuse , c'est que leur somme est constante 
quand ils appartiennent à deux sections réciproquement orthogor 
sales. ( Voyez l'article précédent. ) . 

On a donc -iimnimMitonKmt 

Si donc je développe ainsi la somme des valeurs inverses - , 
qui correspondent à cette section normale , j'aurai 

PM7+r)+(r^7)+ + (r+.-)-; = 

et comme le nombre des rayons pris deux à deux , est égal an 
quart de la circonférence = 7 ^ , divisé par l'angle d^ des sections 

■ ■ ■■ I m -Il I ■■■ ■ ■ ■■ ,, r 

(^) Afin de mieux fixer les idées , dans la Egare 5j nous ayons écrit f\ f", f', etc. , 
fi^ f#> f^ sur les directions complémentaires des sections normales respectiTe- 
ment perpendiculaires. 
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consëciitiyes ; cette équation se réduit à * ^m, mémoire. 

Mais nou9 avond prouvé que le second membre de cette équa- 
tion représente la somme âei actions de deux sphères ayant pour 
rayon j/ eit p^; tandis que le premier membre représente Faction 
même de la masse fluide, terminée par une snr&ce quelconque , 
pour laquelle p"" et /o, sont les rayons de deux sections normales 
faites à angle droit dans la surface. 

Donc , enfin , Vactiûn du fluide terminé par une surface 
quelconque , est sur un point donné de la normale à cette sur-- 
face^ égale à la demi-somme des actions de deux sphères, ayant 
respectivement pour centre et pour rayon, le centre et le rayon 
osculateur de deux sections normaleê faites à angle droit sur 
la surface du fluide ( et faites par le point donné ). 

Mais les deux directkms de pins grande et de moindre couj^bure 
sont toujours à angle droit : si donc nous conceyons les deux 
sphères ayant pour centres les Aavol cmitr^a ^ conrbure de la sur- 
iace y et pour rayons les deux rayons osculateurs ^ la moitié de leur 
action totale sur un point de la normale , sera précisément égale à 
Faction de la sur&ce quelconque du fluide ^*^. 

Après avoir déterminé Faction du Huîde sur ses propres mo- 
lécules; il &ut déterminer la figure même dp la surikce qui le 
termine , et cette recherche est encwe plus délicate que les 
précédentes. 

Lorsqu'un fluide animé par des fi>rces quelconques est en équi- 

W Quand nous parlons de l'action d*ime siufacç » il s*agit toujours de l'action 
d^qne masse fluide terminée par cette sur&ce. 
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n«« MÉMOIRE, libre , si Ton conçoit un canal dont les deux extrémités aboutissent 

à la sur&ce de ce fluide , il faudra que la partie du fluide conte- 
nue dans ce canal ou syphon, soit d'elle-même en équilibre en 
vertu des forces qui agissent sur lui. Si donc la sur&ce du fluide 
esf AOB, fig. ,6, il faudra que la partie du fluide contenue dans 

le canal quelconque NSO soit d'elle-même en équilibre. 

Or je vois d'une part , au point O ( en nommant p' et p^ les 

deux rayons de courbure de la sur&ce pour ce point ) , que les 

forces qui agissent sur le canal sont en somme 

; tandis qu'au point M (R' et.R^ étante pour ce point, les rayon» de 

courbure, de la surface du fluide) je yois les forces ^ 

plus le poids gz d!une colonne d'eau dont la hauteur 0M.«= 2 diflK-r 
rence de la hauteur du fluide dans les deux branches du cani^. J'ai 
donc enfin pour l'équilibre du fluide de. ce canal ^ 

Mais la théorie de la ^courbure des sur&ces nous a &it connaitre 
( art. V ) la valeur générale de la somme ^ H- ]?- des valeurs in- 
verses des rayons de courbure , et elle est 

donc enfin, 

, . (i + g*-) r— apqs +ii +p')t ata __ i , t 

Telle est Téquation générale aux difiRSrentielles partielles du second 
/ ordre , qui appartient à la surÊice du fluide. 
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Cette équation une fois intégrée^ présentera deux fonctioQS iar- n»»* mémoire 
bitraires qu'où déterminera , i"*. par l'équation des parois du tube; 
s'', par Pinclinaison des plans tangents à la sur&ce du fluide aux 
points lunites où elle aboutit auic parois. Or, par une considération 
très-fine j on fait voir que cette inclinaison doit être la mépoe pour 
tous ces plans tangents. . 

Si l'on observe, en effet, que l'action capillaire n'est sensible qu'à 
des distances insensibles j chaque élément de la paroi du tube , 
dont l'attraction détermine la convexité ou la concavité du fluide, 

• 

n'ayant qu^une étendue extrêmement petite, pourra toujours être 
confondu avec son plan tangent ; la courbure du tube ne produira 
donc aucun effet sur la concavité ou la convexité du fluide au con- 
tact de la paroi. Donc l'inclinaison de cette concavité ou de cette 
convexité sera constante dans toute l'étendue du contact de la 
paroi du tube et de la surËàce du fluide. 

Revenons à Féquation générale ( a ) de cette surface ; si l'on 
suppose qu'elle appartient à une surface de révolution , ce qui a 
lieu quand le tiibe est aussi de révolution , cette hypothèse donnera 
entre Jp , 9 , r, 9, t une nouvelle relation, ce qui particularisera 
la surface que l'on considéra. 

L'analyse intégrale par laquelle on arrive enfin à l'équation de 
cette smr&ce , est trop savante et trop conpliquée pour que nous 
puissions en retracer la marche , qui d'ailleurs n'a rien de com-- 
mun avec notre^ objet : nous nous contenterons d'indiquer , par 
des considérations géométriques , ce que les calculs démontrent 
rigoureusement. 

Rappelons-nous cette propriété que nous venons d'énoncer et de 
démontrer : La sur&ce fluide vient partout rencontrer, sous un 
même angle , les parois du tube qui la termine. Si donc on admet 
avec Laplace , que cette sur&ce est à très-peu près sphérique , 
nous verrons que. les ménisques MIOKJN, fig. 2 et ?, sont 
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U«« MÉMOIRE, culières à la courbure d'un genre de surfaces dont nous avons re- 
cherché , il jr a long-temps ^*\ les propriétés. Voyez la note IV. 
: En considérant ensuite Taction d'une molécule fluide M placée , 
fig. 7, entre deux plans IF, IQ très-rapprochés, et le touchant suivant 
une horizontale IH; malgré sa pesanteur, sa molécule peut remonter 
vers cette intersection IH, parce qu'en se rapprochant de celte 
intersection , elle trouve un plus grand nombre de points de cour 
tact avec les plans . qui l'attirent ; or , l'inclinaison absolue et réci- 
proque de ces plans , la forme de la courbure de la molécule , et 
sa distance à l'intersection IH , sont des grandeurs nécessairement 
liées entr'elies par les lois de Faction capillaire. 

Ajoutons encore ici que les expériences les plus soignées con- 
cordent avec le9 résultats de la science. 

U «st. beau de voir ainsi la théorie ramener à des lois coûs tantes ^ 
des eflFets nogibreux et variés, saisir par la force do nptre pensée, 
des forines qui échappent à nps sens, les déterminer d'une ma- 
pière rigoureuse , et s'élever , par un enchaînement de vérité^ 
mathématiques , à tous les résultats habilement manifestés par le 
physicien ^ qui fait parler les phénomènça. Telle doit être la vérir 
table physiquaj telle , peut-être, par les e&Mrts successifs des plus 
habiles géomètres, la verronsnaous quelque jour ainsi perfectioQ* 
Aée dans toutes ses branches principales. Alors les hommes^ 
même étraqgers à la acience , apprendront qu'elle a partout des 
bien&its à répandre , et qu'elle n'a de spéculations oiseuses qu'entre 
les mains, çjteriies. qui ne savent rien utiliser. Maintenant hâtons- 
nous de rev^enir à la théorie de la courbure des surÊices que nous 
avons peut-être trop long-temps abandonnée, pour en montrer 
l'avantage et l'esprit par un exemple remarquable. 

W Dana un Mémoire cjue j'avais composé étant élève à TÉcole Polytechnique , 
et qui fut }ugé digne d'être inséré dans aea Journaux: il s'agissait généralement des 
sphères tangentes àplusieurs autreS; et des surfaces enveloppes de ces sphères tangente^, 
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ARTICLE VII. 



QM HÉDiOIRE. 



Discussion des formes de la courbure des surfaces par la 

considération des sections conjuguées. 

Après avoir déterminé la yaleur absolue des divers éléments de 
la courbure des surfaces , et les propriétés générales qui lient entre 
eux les mêmes éléments, servons-nous de ces valeurs et 4^ ces 
propriétés pour discuter les formes que la coiurbure des surfaces 
est susceptible de nous offrir. 

Revenons donc aux équations fondamentales que nous avons 
posées. Nous avons vu que les systèmes de tangentes conjuguées 
sont déterminés sur le plan tangent par .réquation de leur pro- 
jection sur le plan des jc,/, 

(A).... ^Hr ^ (^ + 4)+^+ = ^» 

et qae 

(B).... i-Hi)*-*-pî(?4-4')H-(iH-^)H=o 
particularise le système des tangentes conjugua orthogonales; 
de sorte que le système de» équatinna (A)'ct (B), appartient 
aux lignes de courbure de la sur&ce, et les détermine corn- 
plettement 
De plus, la valeur générale du rayon de la section normale 

faite suivant la directiop. 4 =^^^^> ^^ représentant toujours 
|/(i+/^*+g*) par flt, 

tandis que 

» «8t la valeur du rayon de la a@ction normale Édite suivant la di*^ 
rection ^ conjuguée à 4. 

16 
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MÉMomc Enfin, lorsque des valeurs générales (p ) et (P), on passe à Ta 

valeur des rayons de courbure de la surface même^ ces exprès- 
siope se simptifieQt et devieiment 

et 

En considérant la forme des suifacés , ^ />àr6> d'un quelconque 
dé leurs points , et par rapport âu plaù tangent en ce point ; oii 
tous les autres points de la sur&ce bëtOût plâëés d'un même c6te 
du plan tangent y ou bien partie sera dfim cdté , partie de Fautre 
tôté : cela est évident. 

« 

Ainsi donc , la pfinapalë diffërençe qui se trouve entre les 
formes qu'afiecte la courbure des sur&ces , est celle qu'elles offrent 
dans les deux cas suivans ; ils eHibrassent ensemble toutes les 
espèces de aur&ces , et elles sont nécessairement comprises dftnd 

l'un ou l'autre 4e6 genres qiûcQjTespoQdfiAt à «^ deux.cliyisions. 

* . ' -. * 

Certaines surfaces présentent f à partir d'un nvême point et 
sous toutes les directions possibles , leur coav^txité daxid le même 
sens par rapport au plan taagient en ce point D'autres surËu^es 
présentent à la fois, à partir du même point, sous certaines di^ 
fections, leur co^ve^ké d'un côté du plantangent, et sous d'autres 
Sections, leur concavité par rapport à ce même côté. Dans le 
premier cas, il faut qtte les cayoris de courbure de toutes les 
sections normales , soient dans un même sens à partir d'un même 
point , et par conséquràt , que les exppesttous analytiques de 
leurs valeurs , soient toutes de même signe. Dans le second 
cas , au contraire y une partie des rayons doit se diriger sur la 
normale d'un côté du plan tangent, et tous les autres rayons , 
changer de côté par fesqpport à <» plm , ^ prenant une directîDii 
opposée. Les expressions analjr tiques de leurd râleurs doiv(ent.al<xn 
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avoir un signe positif ùm né^tjf , suivaiit qu^eUes apprennent à uim ff^;^^Mti 
Tune ou à l'autre de ces directfons. 

Pour esiamîner avec exactitude ces ^verses circonstances » it 
faut voir d'abord si les sùmcês sont susceptibles des formes cjûe^ 
nous leur attribuons ; û feut clifireber €â8nitç 9 î^ld fcârdctèxe^ 
nous reconnaîtrons ces formes diverses : il faut enfin' déterminer 
pour chacune d'elles, tous les éléments ^que présentent en éhaque 
point les sui&ces dans leur comiMtfe. 

U vataur gJn<M«du n^on{f)^\»A^^.i!^:idl^^^0^ . 

. ■ ■ . f- ix 'À ■ 

l'observe d'abord que Te numéra&ur est la somme de trois qt^rr^s 

•1, 4» et {p-^f^lti •• 

■ 

àinsji ce numérateur sera nécessaurement positif tant que p^ q 
et 4 seront réeb , c'est-à-dire , pour tous les points àfi la sur&ce 
et sous toutes les directions possibles représentées p^ '^. 

D'aiBeurs la quantité « = /( ;i + j[?* rf.. ç*) était indépènrfqife' 
de «4/ y doit avoir le même signe, quelle que soit la directTon 
représentée par cette tangente trigmumiétriqice. Donc enfin, a le dé- 
nominateur rH-'9l^4*^^'' ponrra seul^ûû smscepdble de fidre 
varier le signe du raj^on /. » 

Pour connaître à partir de quelles valeurs de 4 les rayons seront 
positife lorsque 4 variera dan» jm sens , et négat^ lorsque 4 va- 
riera ea sens contraire , il faut donc supposer seulement 



Cette équation donne inunédiatement 






où la raouM 4 p^éomte deis valeurs difi&entes. EsaSSdJSofid qœHea 
peuvent être ces racises^ 
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««MÉMOIRB. Faisons *==:i±i^XillIIl) * - ZLlZlHiliiiO 

et voyons si i^ et O satisfont à l'équation (A) des tangentes con-« 
inguées. n fêiudra pour cela que Ton ait 



m 

ou que 

r — y-H-^=o, . c'est-À-dire , rf — ^•=o, 

ce qui exigerait que leç deux tangentes conjuguées St* et ^ fussent 
identiques. Nous examinerons ce cas en particulier. . . r . 

èi la grandeur ^* — rt est poisiitive , les valeurà que nous venons 
de trouver pour * et** serrait réelles, et "par conséquent p pourra, 
pour le même, point delà sur&ce, avoir des valeurs positives et 
des valeurs négatives. Toyons à quelles sections appartiennent alpra 
les rayons de même signe ou de signes différents. Considérons pour 
cela deux.rûyoq^ de sections conjuguées quelconques. 

Nous avojis.vu/art m dece §, que 

' . r +• 3*4 H- tj.v= +; ( 4 — <P) (s + H) , 

et 
donc 

■ r+as^+J^ s +6^ ^ . rt — s* 

■ ■ . • ■ ■ ■ . ■ > 

* . ... 

Mais le quarré (s'^t^y étant nécessairement positif, il est évident 
que les deux dénominateurs de p , et F seront de même signe ou 
de signes différents, suivant que rt — s* sera positif ou ïiégatifj 
donc , enfin , si partant de la direction '^ ^on donne à 4 toutes 
les valeurs possibles jusqiià 9, ^ prendra toutes les valeurs 
possibles de Pangle supplément du premier ( compris entre les 
directions '1rét9); et alors, toutes les premières valeurs , celles 
de f, seront de même signe ent f elles ^^ toutes les secondes ^ 
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celles de V, appartenant aux sections conjurées des premières , u»* mémoire; 

seront pareillement de même signe entr^eUes : enfin ^ ces valeurs 

de p etl^ seront tout^ ensemble de même si^e , ou toutes celles 

de P d^un signe différent de celles de p > suivant que rt — s' 

sera positif ou négatif; et cette propriété générale des tan-- 

gentes conjuguées les différéntie de tous les autres systèmes de 

tangentes. 

Mous ayons dit que lès lignes dé plus gf ande et de noioindre 
courbure sont' tangentes aux sections' normales' âôdjugùées rec7 
tangulaires j donc celés rayons de courbure de la suflace seront aussi 
de même signe ou de signe différent, suivant que rt-^s^ sera po- 
sitif ou négatif. » Ainsi, la courbure des sur&ces sera uniforme , et , 
considérée sous toutes les dirécitrons possibles , elle se présentera 
dans un seul et même sens , ^ès que les deux rayons dé courbure 
de la surfôce, ^^uleinen.t^ ^erçpt dirigés du même côté .du ^lan tan- 
gent. Lorsqu'au contraire les deux rayons de' courbure seront diri- 
gés en sens opposés , partie des rayons des sections normales 
seront dans uni sens , toÛ9 les rayons- des 6ectibns conjuguées à' 
cdles^la feront Ainp l^àiitre'seâBVot^ cônsidéftntleâ&ôr&dés comme 
susceptibles dWdir à' la fois detix courWes difi^rentéë et bien 
distinctes , nous dirons dans le premier de ces cas , que les deux 
courbm^es de la surface sont dans le même sens, nous dirons dans 
le second, qu'elles sont en 6etis céntrairës.^ 

Observons en passant , que c'est parce que les rayons des deux 
courbures principales peuvent servir à indiquer ainsi la forme dés 
sur&ces, qu'on s'est contenté de les présenter seuls, comme les 
éléments de cette forme ; mais cy;i voit en même temps que sa 
connaissance par&ite ne peut être donnée que par la considération 
simultanée des rayoïls.de toutesles sections conjuguées. 
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ARTICLE VIIL" 

Ikis vmUUcs } c(mdHi0nii p6ur fue toas^tes na^èm des sections 

'Mrnmles scient é^uun^ em mértià point. 

m 

Si réquation (B)y qui détermine les valeurs de ^ et 4 apparte- 
nant au maximum et au minimum de courbure de la sur&ce ; 
si) dîs-je j (B) était satisfaite d'elle-même dès que 9^ et 4 ^Q' suppo^ 
ses appartenir à des tangentes conjuguées^ alors chacun des rayons 
des sections normales devant être un maximum ou un minimum 
par rapport à tous les autres, pour que cette condition n'exprimât 
rien d'absurde 9 il &udrait que tous les rayons fiissent égaux 
entr'eux. Supposons d(mc identiques l'équation (B) et ceUe (A) 
des tangentes conjuguées, it ûudra que 

ce qui réjjuk sinpleinent à êmxfL ces trois équAiions de cwditioQ : 
telles sont les éqMpitKms <|tal doivent avpir Ueu p<mf que la surfitce 
puisse, au point (git Vqb considéi^^M oacidée pf#une apbère; et 
l'on voit qu'en ce pojnt la dk^eotioA tdes Ëgoes de oourbore devient in^ 
déterminée et susceptble 4*u0b i^dté «te «ak«mi djfi^peQtes. C'est 
aussi ce que nousenseigne l'équatictt méisie des Upies de courbure: 
rappelons-nous, en efièt^^ que aoi» VfffPW. mise sous la forme 

équation où il est évidenC qu'en' supposant 

ce qui est le bas que nous considérons, tous les coefficients s'^va* 
nouissent, et ^ prend la forme indéterminée |, qui lui permet de 
à une infinité de valeurs, au lieu de deux seulement 



1 
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Ces points, très^remarifosèkto «or les sur&oes, ont re^ là dé- u»* mémoibf. 
nomination ^ombilics, qui convient parfaltenMBt à>fa forme 
qu'affectent autour d'eux, et la -courbure de la scr&ce, et Ja direc- 
tion de ses lignes de courbure. L'ellipsoïde de révolution nouspré* 
sente en chacun de ses sonmietisi undè ces points ombilics. Nous 
savons, en efiet, que les surËMccs de révolution ont toutes pour 
méridien les lignes d'une de leurs courbures; nous voyons toutes 
ces lignes méridiennes se jproiser à la fois aux deux sommets de 
la sur&ce; et il est évident qu'en chacun de ces sommets, la sur- 
face est susceptible d'être osculée dans tous les sens par ufte 
sphère. 

Il est sur les sur&ces un autre genre d'ombilics non moins re- 
marquable ; toutes tes lignes de courbure ne viennent pas , conmie 
dans Fexemple précédent, se croiser en chacun d'eux, et au liea 
de deux Kgnes ( lue de chaque courbure ) qui passent par chaque 
point de la surface, on n'en remarque plus qu'une seule ^^^ qui 
passe par ces ombilics particuliers. L'ellipsoïde et llijrperboloïde 
eUiptique ou à deux nappes, nous ofiriront de semblables ombi- 
lics : ils présentent un caractère analytique et géométrique qui les 
distingue tout-a-fèiit des iXdbilioB^ TaïQtM genre. Sané lé premier 

cas, en efiet, la valeur de % est réellement | ^ comme l'in- 
dique l'équation (C')j dans lé second cas, il fiiut recourir aux 
ordres supérieurs au second, pour avoir ^ en fonction des coe0i^ 

cients difierentiels partiels de la sur&ce. 

Ces deux espèces d'ombilics appartiennent l'une et l'autre aux 
sur&ces dont les deux couji)in*es sont dirigées dan» le même sens; 
les surfoces dont les deux courbures se présentent en sens con- 
traires ne sont pas susceptibles d'en avoir. Conune en efifet , dans 

■ ■ ' 'i n 

. <^ Ou plus gfaéBricnwit , qpi*iis nombre déterminé. 
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nB«MÉMOiaE c^tç; ^nûère classe i ilfeut que rt— s' soit négatif, il Ëiudrait 

aussi quf k valeur de cette quantité , conclue de Tidentité des équar 
tions-(A) et (B) pût être négative. 

Mais : I±5r = Eî==:i±f : 

r • s t 

Jonc rt r» ^"^P* ç« t* ^*^ • 

donc aussi rt - ^- => (ig - -^.^ , 

équation qui se réduit à 

Or, le second membre de cette équation, et par conséquent la 
premier, est nécessairement positif tant que p^q et r sont réels. 

Ainsi les sur&ces dont les courbures sont dirigées en sens con-r 
traires ne sauraient avoir d'ombilics. C'est une remarque que nous 
aurons lieu de fidre sur l'hyperboloïde hyperbolique ou à une nappe, 
qui présente en une infinité de points , ses courbures égales mais 
dirigées en sens contraires, et qui d'ailleurs n'a pas un seul ombilic. 

Si dans* les diverses hj^othéses quie nous venons d'examiner , 
on voulait obtenir la valeur p du rayon de courbure de toutes les 
sections normales, il faudrait y 'supposer entre p ^q^r , $ et t 
les relations que nous venonJ^ de déterminer. Alors cette valeur 

^ t + HhPT^? • 

deviendrait 

Or , cette valeur est indépendante de 4* ^^ ^^^^ ^^ ^^^ ^^ 
les rayons de courbure de toutes les sections normales sont égaux 
entr'eux. 

Mais il faut pour cela que r et ^ soient de même signe; car 
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dans le cas où ces deux coefficients différentiels seraient de signe n»* mémoire. 
différent, rt — s^ serait nécessairement négatif, et nous avons vu 
qu'alors les équations de condition qui viennent de Êiire dispa- 
raître 4 de p 9 1^6 sauraient plus avoir lieu pour des points réels 
de la surface. 

Avant de terminer cet article, il est nécessaire de répandre 
quelque jour sur une espèce de paradoxe. Nous avons vu que la 
somme des deux rayons de courbure est 

et leur produit 

Si donc les rayons p et P sont égaux, quatre fois leur produit 
doit être égal au quarré de leur somme ; et cette condition donne 
immédiatement 

Cette équation appartient donc à tous les points où^ les deux 
courbures sont égales et dirigées dans le même sens : elle suffit 
a leur définition complette. 
Cependant nous avons vu qii^ le système d'une double équation 

r "" * t 

était nécessaire pour le niême cas. Conment donc la coexistence 
de ces deux équations ne dit-elle rien de plus particulier que Texis- 
tence d'une seule équation qui contient ces mêmes variables ? 

D'abord, c'est que l'équation unique contient les variables (i+/^*)> 
(Pî)y (i+9*)> ^>^> '> élevées à un degré double de celles des 
autres équations : voilà la raison analytique. Ensuite , c'est que 
réquatiwi unique , mise sous la forme 

\a rt— *• J^rt — ^* 

17 



i5b DÉVEIXMPPïaflENTS DE GÉOMÉTRIE. 

li«« MÉMOIRE, est composée de deux membres indépendants de la position des 

:plans coordonnés <}u'on peut changer comme on roudra (pourvu 
xpfÛB restant rectangulaires entr'eux) ; tandis que les équations 

r s ' s t 

n'en sont pas indépendantes , et que chactute d'elles exprime , par 
rapport aux axes des x ou des y éép^ikïÈmAy les conditions pour 
que les rayons des sections no1râiides|ftiissent^pe égaux entr'eux; 
ou, ce qui revient au même, pour que les tangentes conjuguées 
soient constalnment à angle droit ^*^. 
Nous allons montrer maintenant que Féquation unique 

n'est que la tonséquenco des deux équations 

r s t ' 

Four cda^'fious observerons * d'abord que 

a^Œ 1 4- />'-*- f «fc ( 1 +/>' ) ( 1 4-y* ) — i^î'î 

net cotiàme ptir cette %aânf6fi>rmatîi(Hi^ k' première équàtiiotti devient , 
de même que les deux autres, homogtène tfii '^*^P%PÇ9 1 +5fS 
€t r, ^ , f , il estévid^t que la première éqoBlÊODaura lieu en même 
temps que les deux autres , ai, en y substituant r, ^ , f pour i +p% 
J9Ç , 1 + ç' j elle devient identique : or , "elle devient alors 

équation évidente. 



1 -+- p* po 
^*) On verra dans leJflémoise suivant que les deux équations 1— =^' » 

£i = "^ ^ , espHmaot ks relations des ^83»^ des « et des ;y avec la courbe 

indicatrice , pour que cette courbe du ^secoiid ^^gté soit un cercle ; tandis que 
l'équation unique exprime que tous les diamètres -de Findicatrice sont égaux 
entr'euXj condition équivalente. 



THÉORIE. SECTION L i5i 

On ferait voir avec mie égalé Êiciiité quB la seule ciModitioa de u»* mémoire. 
Fégalité des rayons, exprimée par l'équation unique, nécessite dans 
tous les cas l'existence de la double équation. Mais il faudrait pour 
cela recourir à la valeur générale des rayons des sections normales 
qui, devenant tous égaux dès que les rayons de courbure le sont 
entr'eux , donnent immédiatement , par cette seule condition , 

1 + p*_p<r_L+_9' • 



s 



Nous adopterons cette ipéthode d^uis le Mémoire suivant 

ARTICLE IX. 

Conditions pour qu^un rayon de courbure soit nul ou infini. 

La géométrie ne nous présente pas les sur&ces divisées d'une 
manière isolée en deux grandes familles, les unes à courbures dans 
le même sens, les autres à courbures en sens contraires; elle lés 
unit par une classe particulière de surfiices qui, ne pouvant à la 
rigueur être considérée comme appartenant exclusivement à Tune 
ni à l'autre de ces familles, ne &it, à pr<^rement parler, partie d'au- 
cune des* deux, et leur $ert de Umite commune. 

Si donc on se représente l'espace comme figuré par des surfaces 
quelconques, on parcourra toutes lef formes possibles de l'étendue, 
en donnant d'abord aux deux courbures de la surface la même di- 
rection , en agrandissant ou en djminuai^ de plus en plus l'une des 
courbures, pour la rendre infinie ou nulle; enfin, en renversant la 
même courbure, pour la diminuer ou l'accroître de plus en plus 
dans ce nouveau sens. Nous allons étudier la nature des surËtces 
dans cet état intermédiaire où l'unç des courbures devenant soit 
infinie, soit nulle, n'appartiçnt p}us à aucune direction, d'un côte 



iSa DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

HBt MÉMOIRE. OU de Fautre du plan tangent ; puisque la ligne de courbure se 

placé alors en entier sur lui. 

Supposons d'abord qu'un des deux rayons de courbure doive être 
infini, sa valeur étant 

Lpj.... p— a j^^ ,^ 

il fendra que s+t-^ =o; car on 41e peut feire pq+ (i+î'H ^^ 
à zéro , puisque p et ç , ainsi que a s= V^(iH-p*+Ç') > n'appartenant 
qu'au plan tangent , n'ont rien de commun avec la grandeur abso- 
lue du rayon de courbure; et cependant 4 s^i^^it ici donné en p 
et q seuls. Supposons donc ^ + ^|/ s= o. A cause de l'équation (A) 
des tangentes conjuguées y à laquelle 4 ^^^ satisfaire , on a 

r 4-^(^ + 4) + ^4=^» ou r+^4 + ^(^ + H)=^^ 

qui donne par conséquent encore r + ^4 =^ ^ > ^^ laissant la quan- 
tité ç indéterminée : donc 

C'est l'équation de condition qui doit lier l^ coefficients du second 
ordre r, s, t^ pour que la sur&ce ait une dé ses courbures nulle. 
Dans ce cas, la ligne de coui^ure est osculée par une droite, et 
la sur&ce générale , par une sur&ce développable dont cette droite 
est une arête. 

Si, toujours dans la mém^bypothèse , nous considérons la va- 
leur générale des rayons des sections normales 

nous verrons que la valeur 4 ? q^^i rend infini le rayon [p] de cour- 
bure de la sur&ce, rend aussi infinis tous les rayons p. En efiet, 
les équations de condition r+^4=^> (^ + '4)4 = ^> ajoutées 
membre à membre, donnent r+iw4+^^'*=^ i^ seconde étant 
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multipliée par 4)- Mais 9 n'entrant pas dans ces équations , reste ii»* mémoire. 
toujours indéterminé : de là résulte - ce théorème général : Lors-- 
qu'un des rayons de courbure de la surface est infini y ce seul 
rayon est celui d^une section unique conjuguée à toutes les autres 
sections normales. Ainsi toutes les droites qu'on peut menet 
alors , à partir du point de contact, sur le plan tangent , sont con- 
juguées à la droite unique qui, au point de tangence, présente 
avec la sur&ce un contact du second ordre; et déjà nous entre- 
voyons toutes les propriétés des surfaces développables. 

Dans le cas où l'on voudrait que les deux rayons de courbure 
fiissent à la fois infinis, on aurait aussi pour le second r+^?=o, 
5 + '? = o. Comme ces conditions ne donneraient pour ^ que la 
valeur trouvée tout à l'heure pour 4 , si l'on vofllait y satisfaire 
au moyen de ^ , nous n'aurions pas atteint notre but ; car on pour- 
rait toujours satisfaire à l'équation 

(A). .•r+^(^+4)+'^4'=^> 

en mettant au lieu de ^, non la valeur unique de 4> i^^ ^^^ 
autre valeur quelconque {ne). Il fisiudra donc que les équations 

r4-^^=o, r+^4 = ^> ^+Ép=o, s+t^^=o 

aient lieu indépendamment de ^ et de 49 ^^ V^ exigera qu'on ait 

r=:o, ^=0, t^=zo. 

Or ce sont les équations dififérentielles partielles du plan , pour le 
second ordre ; donc alors la surface est osculée par un plan , et 
les directions ^ et 4 ^^^ tangentes conjuguées deviennent absolur 
ment indéterminées. Ce point est un véritable ombilic, puisque les 
deux rayons de courbure devenant infinis sont égaux entr'eux. 

Si nous supposons, au contraire, que le rayon p devient nul, 
il faudra que s-\^t^ devienne infinie ou r^S'\ , et comme ce ne peut 
être 4 q^ le iievienne, en général; il &udra que r, ^ ou ï, sé- 
parément ou ensemble, le soient Ce cas appartient à la discussion 
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ix>* MÉMOIRE, des valeurs singaliéres que peuvent prendre les coefficients dilTé- 

rentiels : leur examen est &cUe ; mais il ïie doit pas nous occuper 
actuellemeiM. Sans analyser cette dernière hypothèse , nous nous 
contenterons de dire qu'elle a lieu Iwsqu'un des centres de cour- 
bure vient se placer sur la surface , ce qui exige que ce point 
soit singulier, ou sur la surface primitive, ou sur celle de ses centres 
de courbure. Enfin cette supposition d'un rayon de courbure mil y 
n'influe en rien sur la valeur de l'autre rayon, qui peut être zéro» 
fini ou infini, selon que le dénominateur de l'autre rayon 5era 
infini , limité ou nul. Dans .tous les cas , l'une des lignes de cour- 
bure sera osculée par un point , qui sera le point même que l'on 
considère , et la surface sera complettement osculée par ujae Ugne 
courbe : ce sera la ligne de courbure dont la courbure n'est pas 
nulle au point singulier, 

ARTICLE X. 

Emploi des équations ^métriques par rapport aux deux rayons 
de courbure, dans la discussion des formes des surfaces. 

Nous venons de parcourir successivement les principales variétés 
que présentent les formes des sur&ces. Pour mettre de l'unifor* 
mité dans la n^arche que nous avons suivie, nous sommes cons- 
tamment partis de l'équation qui nous donne la valeur du rayon 
d'une section normale quelconque , et nous ayons , dans tous les 
cas, passé d'une même manière, des sections conjuguées aux dir 
^ rections de plus grande et de moindre courbure, par le moyen 
des équations (A) et (B) de ces directions. 

On aurait pu parvenir plus rapidement «aux mêmes résultats, 
81 l'on eût considéré en outre l'équation [I], art. III de ce paragraphe, 
qui &it connaître la somme des rayons des sections normales conju*- 
guées, et celle [II], qui donne de plus le produit des dçux rayons 
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de •ourbure. Ces tlcux équations sont : o»« fsÈnkoax. 

[I].... ^ + P ^ -. « /Jjt5l)z^^s+ii+£lli 

Alors nous eussions vu immédiatement que les rayons de sections 
conjuguées , et par conséquent aussi ceux de courbure de la syr- 
Êice , devant être de même signe ou de signe différent , suivant que 
leur produit est positif ou négatif^ les deux courbures d'une surface 
sont en un quelconque de ses points , dirigées dans le même sens 
ou en sens contraires , suivant que rt — s^ est positif ou négatif, 
puisque a^ =: ( i +/?• -f- ç* )• est nécessairement toujours positif. 

En supposant que les rayons de courbure sont jégaux, si p et P 
9ont dirigés dans le même sens 

alors les équations (I) et (II) donnent immédiatenient l'équation 
obtenue pour ce cas, art VU , 

mais cette équation considérée dans toute sa généralité , n'appartient 
qu'à une ligne unique et non plus à une surface : sans cela, elle 
rendrait imaginaires les valeurs de l'équation (B). 

Si les deux rayons p et P sont égaux , mais dirigés en sens con- 
traires, leur sonune est nulle : on a donc inmiédiatement 

C'est l'équation de condition qui doit avoir lieu pour que les deux 
courbures d'une sur&ce soient égales et en sens contraires. Cette 
dernière condition étant donnée d'ailleurs par rt — s* négatif ( pour 
que le produit pP soit aussi constanmient négatif). On parcourrait 
ainsi les diiOTérents cas des deux principales clasèes de eur&ces. 

En supposant un des rayons de courbure infini, la somme des 
rayons de courbure doit pareillement le devenir ; par conséquent , 
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ii«« MÉMOIRE ^^^^^ > ^^^ sommes respectives des rayons conjugués ; cette f on-» 

dition fournirait de suite l'équation rt — j^ssso, nécessaire pour 
qu'un des rayons de courbure soit infini, et nous verrions par là 
que dès qu'un rayon de courbure de la sur&ce est infini , un des 
rayons de chaque système de sections normales conjuguées doit 
l'être également. 

La marche que nous venons d'indiquer a l'avantage d'être en 
général plus rapide que la précédente ; mais elle n'éclaire pas autant 
sur la figure propre de la sur&ce. On voit bien, en suivant cette 
méthode , conunent les lignes de courbure se dirigent pour diminuer 
ou augmenter successivement dans tous les rapports possibles , la 
grandeur de leur courbure. Mais on perd epitiérement de vue le 
reste de la sur&ce et les transformations qu'elle éprouve par la 
variation de ses lignes de courbure. Dans le Mémoire suivant, nous 
présenterons im dernier genre de considérations qui semble réunir 
les avantages de ces deux-ci , sans avoir leurs inconvénients. Il 
présente dans chaque cas, d'une manière simple et rapide, le 
tableau complet de tous les éléments dont se compose, en chaque 
point , la courbure des surfaces^ 



FIN DU SECOND MÉMOIRE. 



II>^ MÉMOIRE^ 

NOTES PRINCIPALES 

DU SECOND MÉMOIRE. 



• a 

[ Nous ayons cm devoir mettre dans Tartide Vin du troisième 
Mémoire la note relative aux rayons de courbure des sur&ces 
du second degré , indiquée comme devant être ici ( page 34 , 
premier Mémoire)]. 



NOTE PREMIÈRE. 

Démonstration des théorèmes des articles IIj m du S premier, 
par la méthode des Fonctions analytiques. 

jLiN rejetant toute considération infinitésimale, nous allons démontrer â*abord 
«jae si le point x , j^ est commun aux quatre couibes 

y-o{x) , y^Q (X), y-miZ) , y-Q (H), 
tenes que pour mie «nême otdomiée y quelconque, on ait toujoun 

» — X = Ç — S; 
en supposant qu*au point x,y, on ait 

•'(x) = o'(x), (1,^(7) = o'(x).... •^^^^^^ÔÔssû^^^^^Cx); 

et enfin 

o'(x) = O'Cr) = o, 

on aura généralement 

o' (x) =: O' (x) , o» (7) ss O» (*). . .;*;.. . . f . , .r . .Jj. .4. . .o''(5 = ©''(I); 
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ÏÎ8 Î?0TE9 PRÎNCff ALES. 

]Itt*]^ÉMOlRE c'est--à-dire^ que les deux courbes et et Q ayant entr^elles un conJtact de tordre 

fé — a > aupoùU X t y, ÊUÂ même point les deus courbes o §t O 9n auront un 
de l'ordre ^. 

En effets x, y étant les coordonnées d*un point commun aux quatre courbes^ 

nous pourrons^ en 'faisant jr =:y «^ h, faire aussi 

Si donc^ à Taide de ces valeurs , on développe les équations des quatre courbes^ 
en représentant simplement par o'^ o",.... (f ^ O'y,.,., etc. ^ les valeur» 

o'(x), o'(x ),...., O'(x)^ O^Cx),.,, etc.; et â*ailleurs , en observant que 
par hypothèse ^ 

0'(X) = <y(x) = G, 

on aura 

( ) . . . . A = -I» -— . #• + ^ . ? + etc. , 

^ ^ ' i.a ' i.a.3 

(O).... A= ^iiu.r^,_u^.j34.etc., 

I i.a • i.a,3 

. Si de ces. quatre développements je tire pour le cas où A j i, Ij Vj T êOCÊ 
ïkvla, c'est-ârdire^ pour le jgoîot jp^j^^ la valeur des.rappoits 

« T ? P 

; "ïf» T' TT' X' 

j'ai de suite ... 

j_ ■ 1 i.a i.a 



Mais nons avons aussi, par hypothèse , 

X -»- X = { — S ; 
ouj en retranchant x de chacune de ces abscisses > 

» — I = • — T, 

équation identique ayec celle-ci , 

_^ = -— (.+1). 



• . • ■ I 



TBÉOBIE. SECnON I. iSg 

Noiu «nroiis donc tt-MÉMOnt. 

lorsque i et I seront nuls. Donc alors , à moins que •' ou of ne soient nuls 
aussi (hypothèse que nous ayons exclue), il £Eiut qu'on ait au point x , y^ 

o' = O'- 
Ainsi^ quelles que soient tes valeurs finies de t/ et tf,les deux courbes (o) et (O) 

ont en x , y un contact du second degré. Jobserye en patsant que if $ qS <ont 

les rayons osculateurs de ces deux courbes au point x ^ y^ 
Supposons maintenant qn*on ait en fgÊnéral , 

. ^ :=:: Q\ cê' =z q' jusqu'à J^^^^ =^ q^^*"^) îndusîvement. 
L*équation 

mise sous la forme 

va deyenir * pour son prenuer membre. 

lis d*après la théorie connue de ces sortes de cas, ^r ^.— o^*^ ^ étant 



la dernière fonction dérivée de «' — o' qui soit nulle « la yaleur de la foncdon 

mais cette yaleur est aussi 

(kNDiqna i:ip^o, Is:0).fiidono0'^ O* im soirtipÉS iafinii, oe qui est I0 cas gé* 
nénl; et dTaîUeun m'^ O' m*étant paa nuls, ce qm nst toiqonn notre hypothèse, 

X ^0 = o. 



Donc^ enfin, au point x» y ^ 



*(^tO_ 0,0—0 



=50, 



i4a NOTES PRINCIPALES. 

IZ»* MÉMOIRE ^^ ^^ ^^ fluide eat tenniné par la sphère coxrf exe POQ , il fimdra retraft-* 

cher Tefifet du ménisque PIOKQ de celui de la partie plane. 

Or l'effet des ménisques MIOKN , PIORQ est le même sur la colonne OS. 
Car le point q du second , en faisant rq^^Oq ^ attire autant en bas qu*en haut 
la portion Or. Cette force n*a donc aucun eiFet sur l'élévation on la dépression. . 
Si donc à chaque ligne rq 9n mène par le point O une parallèle Oq' = rq,\e point 
q' du ménisque supérieur agira sur la colonne OS, comme q svrr. Ainsi les deux 
ménisques agissent avec la même énergie : seulement l'action de Fun doit être 
ajoutée quand l'action de l'antre est retranchée. Donc, a"*, l'action totale exercée 

-a 

par le fluide terminé par une sphère conyexe , est K 4- — *• 

NOTÉ IV, 

JJe Inaction capillaire exercée, premièrement, entre deux cy- 
lindres enchâssés Vun dans Vautre , leurs axes étant différents, 
mais parallèles; secondement, entre deux sphères excentriques. 

Soient AA'B%, aa'Vb^, Eg. 9, deux cylindres verticaux ayant pour bases les 
kmdes ADA\, ada'k^ dont la plus panda distanoe dà! aoit cependant asses 
petite par rapport aax diamtoes de ees tubei# 

On demande de déterminer la surface du ftûde élevé ou détprimé par Faction 
capillaire, entre les deux tubes cylindriques. 

Cette soIntiM , que BQfus na poiîvoiif paa d é v el op per Kafadaauuit, «st domiée 
par ce tbéorlme génénA : ik En eoabe^urt le» sphères AEàe , MKafify Tune ]« 
f> plus grande, Fantre la plii9 petite de toirtes celles tangentes aux deux çySndres, 
n les deux plans verticaux TEKu , Te/», tangents i ces deux sphères , étant 
f) plongés dans le mêlme fluide que les deux cylindres , le fluide s'y élèvera i 
« des hauteurs qui seront la projection MKN des hauftams di| finide entre les 
I) deux cylindres. ( Cette projection est faite sur le plan vertical mené par les 
D axes des cylindres, ou sur up plan parallèle.) 

Actuellement , cherchons suivant quelle loi doit s'élever ou s'abaisser un fluide 
«lire deux stères excentriques. Biais avant tout , réeapitidoiis les principes sur 
lesquels no9 considérations sont fondées. 

I. Lorsqu'un fluide s'élève entre deux tubes enchâssés Tun dans Fautre et par- 
tout éqnidiitants , pourvu que la différence •de leurs rayons soit constante , quelle 
que soit k grandeur da œs rajoos , at par conséquent la courhun des tubes » 
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le fluide 8*éleverâ tonjouti à k même hauteur entre les deux çyUndrea. La seule II»* MÉMOIRK^ 
distance des parois y et non leur courbure j^ influe donc sur réléyation du fluide, 

n. Si deux plans Terticaiix IP^ I^ sont plongés dans un fluide^ et que Ton 
conçoive la petite sphère (s) tangente à ces deux plans dont l'angle soit assez 
petite le fluide s'élèvera à la même hauteur sur la verticale passant par le centre 
de {s) , que si le plan I^ devenu If« toujours tangent à (5), était de plus 
parallèle au premier plan IP. 

m. L'expérience fait voir que la hauteur verticale du fluide , dans le même 
tube vertical ou incliné, est la même. 

IV. Nous admettrons donc également que si deux plans ^ verticaux ou non , 
forment entr'eux un angle constmt très-petit^ les hauteurs verticales du fluide 
seront toujours les mêmes à la même distance de l'intersectian des denx plans ; 
c'est-à-dire , pour les colonnes flnîdes où la petite sphère (^} a le même rayon. 

Maintenant reproduisons un thécxrême général de géométrie que nous avons 
démontré dans le Mémoire dté plua haut , page lao. 

Si deux sphères invariables sont les enifél(^pes extérieui^e et intérieure d'une 
infinité de sphères, par ks centres des deux sphères enveloppes ^ menons un plan (il) 
qui soit pris pour plan de projection ; projetons sur lui les centres de tontes les 
sphères envel(^pées, et transpottons-jr ces sphères mêmes avec lenn centres 
respectifii^ «Ue^vont remplir une nouvelle partie de l'eq^ace ; ûr> dans leur nou* 
yelle position, elles sercmt toutes touchées par denx plans enveloppes (IJ) , ÇL") 
qni serviront de limites à cette nouvelle partie de l'espace. 

D'aiUeurs ces deux plans , comme tout le reste du système , sont symétrique* 
ment ^acés par rapport ^sai plan (D) ; leur int^mection sera donc evi ce ^an, et 
perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux sphères invariables s etc« 

Si maintenant nous Concevons que les deux sphères invariables soient mati^ 
rielles^ d'une grandeur sensible^ et cependant partout à distance capillaire; en * 

les plongeant dans un fluide, voici ce qm arrivera : nous supposons d'abord 
que ces deux sphères ont leurs centres snr la foême horixontaie. 

Par cette horizontale, menons le plan (n) vertical, les deux plans limites 
(L') , (L") seront nécessairement vfrticaux. 

Or, les hauteurs du fluide entre les deux plans verticaux (L'), (L*) seront 
précisément les hauteurs du fluide entre les sphères données ; c'est-^-dire , que 
la surface du 'fluide compris entre les plans (L^), (L"), trace sur le plan 
milieu (n) une combe qui, snr ce plan, est la projection verticale de la suite 
des points milieu de la surface Suide àitre les deux sphères données/ 
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XI** MÉMOIRE. ^^^^^ ^^^ avons vu , dès le commencement de cette note ^ qae les. points miReu 

du fluide compris entre deux cylindres de révolution, ont pareillement pour 
projection verticale les hauteurs du fluide compris entre deux plans limites 
pareillement déterminés : de là résulte ce nouveau théorème. 

Si le même fluide est soumis à Faction capillaire de corps homogènes , 

1*. Entre deux sphères dont les centres sont de niveau ; 

â®. Entre deux cylindres verticaux ayant pour bases les grands cercles de ces 
sphères ; 

3^ Entre deux plans tangents aux petites sphères enveloppées par les deux 
sphères ou les deux cylindres ( leurs centres transportés sur le plan vertical de 
symétrisme des sphères et des cylindres donnés )• 

Le fluide sera élevé ou déprimé à la même hauteur entre les deux sphères , 
entre les deux cylindres, entre les deux plans. De manière que la courbe qui sur 
le plan de symétrisme marquera ces hauteurs entre les deux plans matériels , sera 
la projection verticale des courbes qui marqueront les hauteurs correspondantes 
entre les deux sphères et les deux cylindres matériels. J'ajouterai que de ces deux 
dernières courbes , Tune est sur un crjrlindre i base elliptique , l'autre siir un sphé* 
roïde elliptique. 

Mais si les centres des sphères matérielles n'étaient pas sur une horizontale, 
il faudrait , par ces deux centres , concevoir un plan vertical (Cl) ; puis deux 
cylindres circonscrits aux deux sphères , et dont les axes , perpendiculaires i 
cette droite^ fussent dans le plan (n) : puis , enfin^ deux plans limites QJ), (L*) 
dont l'intersection fût parallèle àees axes. Alors , encore , la courbe des hauteurs 
du fluide entre les plans (L^), (L') serait sur le plan (n) la projection des 
courbes des hauteurs du fluide , d'abord entre les deux cylindres , ensuite entro^ 
}es deux sphères. N'étendons pas plus loin ces généralités. 

NOTE V, 
Sur Vamhiguité des simples des rayons de courbure. 

Dans la page 1 16 , nous présentons les rayons de courbure sous la forme positive, 
quoi qu'ils nous ^ent été donnés sous la forme négative^ d'après la suitç de 
oos calculs^ art, m, %11 (aussi finut-i} lire, page 104, [i].... /» + P = — ) '• î* 
i>'y a cependant en cçla jEiucune erreur. Parce ^e le facteur «= |/(i +p*+ ?*) 
^t^t susceptible des signes ± , ce ne peut être qu'une circonstance étrangère 
(fà détermine plutôt l'adoption d'un signe que de l'autre. 
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ARTICLE premier! 

ÉQUATION DE L'INDICATRICE DE LA COURBURE DES SURFACES. 
1 néoREME FONDAMENTAL. PoUT chaquâ pOÎTlt 71071 sz7igulier 

d^UTie surface, il existe toujours une ligne du second degré placée 
sur le plan tangent , ayant pour centre le point que Von con- 
sidère, et telle enfin qu'elle indique et caractérise toujours tout 
ce qui peut être relatif à la courbure de la surface , à partir 
du point qu'on a pris pour centre. Telle est la courbe que nous 
nommons indicatrice. 

Trouvons premièrement l'équation de l'indicatrice. Considérons 
réquation aux difiPérentielles mêlées 

TC-y . rdx^sdy _ 

X9 



t46 - BÉVEtOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Ulkit iitÉMOiBE. que nous avons trouvée dans le Mémoire précédent, § II, art. I, 

comme appartenant aux tangentes conjuguées. Nous verrons qu'elle 
devient simplement aux différentielles ordinaires , lorsqu'on y regarde 
r, j , f comme des constantes arbitraires dont la valeur particu- 
lière est exprimée en fonction des coordonnées du point x, y , :; , 
dû Torf Se sXippose sut la surface dont on analyse la courbure. Alors 
cette équation devient celle d'une ligne courbe dont la nature , pour 
chaque valeur particulière de r, Syt^ c'est-à-dire, pour chaque 
point particulier de la surface, doit faire connaître les relations 
qu'ont eutr'çlles les tangentes conjuguées, et par suite indiquer y 
déterminer^ la foi^e ôiê*ae de la surfece. 

Observons d'abord que dans l'espace nous concevrons toujours 
la ligne courbe dont nous parlons , comme si elle était rapportée 
sur le plan tangent Z — z=/7(X — ^) + î(X — y)^ quoique sou- 
vent nous nous conténtîonsde rafisonneî snr -sa projection comme 

sur elle-même , ce qui est permis dans leurs propriétés communes. 

, , • . . . • ■ 

Dans l'équation -- ■ ■ 

X — X sdx -|- idy ' 

^^^ et ^ exprimant la direction des deux tangentes conjuguées 
(placées évidemment sur le plan tangent), demandons -nous 'là 

jcourbe telle i^^ixL pomt X, Y, sa tangente soît toujours ^j il 
BuflRra de feire 

dx dX.' ' > \ 

... . ■• . . , 

Par cette hypothèse , l'é^Atioa des tàngôûtës conjuguéêô de^ 
viendra 

r(x— x)c?x + s\(y:-y)âx + (X— x)(/r)] + ij(y:—y)(n= o. 

Mais dans cette équation (comme nous restons toujours au même 
point X, JK de la surface), ^,^, et par conséquent, r, ^, i sont cons- 



I • 



tantes. Cette éqoatiou \«9.t donc ipAié^alfiinAnt intégrable, et utM niÉMOiRii. 
elle donne 






C étant une constante arbitraire ^*^. ' . ' . *^ ., . 

Or, cette équation est celle, d'ijpe courbe 4tt.:S0CpAd. degré, 
placée- sur le plan tangçijt à la surface en.fc, /}^, .^^ et (Je. plus, 
ayant son centre en ce point. Voilà, Vin^catriçes -et cettç ip.ôiirb^j 
dans les différentes variétés que peut offrir sa figure, va nou^' 
faire connaître les formea. diVer«ç^ ^ont peut être susceptible la 
courbure des surfaces. Nous allons d'abord présenter les pro- 
priétés que cette courbe donne à la fois à tous les genres dô 
surfaces; nous dirons ensuit» quelles propï4étés caracté/'l^ tiques 
elle imprime à chacun de ces genres eu partici4ier, '\: . ;^ ^ 

|:Q:Confiqrv»nt tpu)oaiis à <p^ et 4'^ ou plus ôiiuplenob^r^ à. ^s.^i^ 4 
la viémfi wguificatiou > pouff au^pop wcore, çomipçi 4ïW9 \^^'i^ 
moire précédent , 

■:# ♦il* •, . ■ .< i ■ ' . . • . : •! • . 

• * • 

Or , la première de ces ' deux éqaMiom' eft dellô d'un diaméorif 
de l'indicatrice (/),. puisque ç'es\ l'équatjion d'ujie droite qui passe 
par le centre x^ y. ' 

La seconde , mise sous la forme ^ = ^_ - ^ j est celle de la tan- 
gente à rindicatr(oe-, tneuécpiarle point X, Y ( tr, | étant les coor- 
donnai courantes de cette tangente) : donc aussi ^ = ^ : ~-y . est 



•i ■ 



. ^*) Pour cha^e yaknr difFérentè de la constante C , l'iqnatian ( i ) représente 
une courbe particulière; mais comme tous les terme?, oi^ les coordonnées se 
trouvent, les contiennent à la même puissance; toutes les courbes diverses obtenue^ 
par la variation de la constante arbitraire C , seront semblables et semblaHement 
placées dans Tespacê -^ c^est^-i-â^è auront leurs lignëÀ ibmblôgaeà parallèles; 



i6o DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

rn"* MÉMOIRE, ridentité de cette direction avec celle des tangentes conjuguées 

de la surface. Voyons maintenant ce que la grandeur de ces dia- 
mètres pourra nous apprendre sur la grandeur des rayons de 
courbure des sections dirigées suivant les tangentes conjuguées, 
et normalement à la surface. 

La distancé du centre x, y,zAe Tindicatrice au point X , Y, Z 
de cette courbe , représentée par a , donne 

Mais la courbe étant placée sur le plan tangent, 

Si par cette dernière équation nous faisons disparaître Z — z de 
la valeur do a% cette valeur devient 

^ Supposons ensuite , comme nous Pavons fait jusqu'ici , j^^zs:*^^ 
Féquation (/) de Tindicatrice deviendra 

C=(X— 5c)*(r+254+ï40- 
Ces deux équations déterminent conaplettement a% et elles donnent 

Si nous comparons cette valeur du quarré a* du demirdîamètre 
de Fiûdicaâice , à celle du rayon f de la section normale faite 

dans la surface , suivant la direction de^ce diaïnèlre ^r/ = 4 ? 
Mémoire précédent, § II, art. III, 

nous aurons immédiatement 

V • r 

\ « 

a» C 
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valeur où C et et = \/( i -f-j^» + ?*) sont constantes pour le mêtne fli»« mémoire. 
point X , jK , z de la sur&ce , quel que soit 4 • ûous pouvons donc 
poser ce troisième théorème comme propriété génârale des indi^ 
catrices. 

En chaque point d'une surface , les rayons de courbure dët 
sections normales ont leurs longueurs proportionnelles aust 
quairés des diamètres tracés par ces sections dans lu courbe 
indicatrice de la surface. 

Il est visible qu'en faisant C= a , ce qui est toujours permis ^*\ 
on a simplement p = a*. Alors l'équation des diamètres de Tin* 
dicatrice pourra remplacer l'équation des rayons des sections 
normales. 

Ce théorème , comme nous le ferons voir avec" détail , ramène 
immédiatement l'examen des formes des surfaces quelconques à la 
simple considération des lignes planes du second degréJ 

On sait que le plus grand et le plus petit des diamètres d'une 
courbe du second degré, sont les deux diamètres conjugués qui 
se coupent à angle droit ; qu'il y a toujours un pareil système pour 
chaque courbe, et que, le cercle excepté^ il ne saurait y en avoir 
un plus grand nombre. 

Donc aussi , parmi les sections faites normalement sur la sur- 
face à partir d'un point donné, il y en aura toujours une plus 
grande et une plus petite que toutes les autres j leurs directions 
seront conjuguées, et leur caractère unique sera d'être constamment 
à angle droit : voilà les lignes de courbure. 

C*) Par cette hypothèse , nous ne voulons pas dire que le quarre a* d'une 
ligne a puisse être effectivement égal à une simple ligne p ; mais qu'en prenant 
pour unité une cettaine longueur quelconque, les nombres a^ ce, C et f «eroat 
tel» qu'on aura toujours c6tte égalité de rapports 

a^ C^ 



i5a DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

m»* MÉMOIRE. On sait aussi que dans les courbes du second degré , la somme 

des quarrés des diamètres conjugués est constante, et qu'elle est 
égale à la somme des quarrés des deux axes. Or , nous venons 
de voir que les rayons des sections normales des surfaces sont 
proportionnels aux quarrés des diamètres d'une courbe de ce 
degré ( Pindicatrice). Nous pouvons donc conclure encore cet autre 
théorème relatif à la courbure des sur&ces quelconques : 

En chaque point d^une surface , quelle qu'elle soit, la somme 
des rayons de courbure de deux sections normales conjuguées 
est constante et égale à la somme des rayons de courbure de 
la surface au même point Puisque , comme nous venons de 
le dire , ces derniers rayons appartiennent aux deux sections con- 
juguées à angle droit, 

■ 

Les courbes du second degré sont toutes symétriques par rap- 
port aux deux axes qui se croisent rectangulairement à leur 
centre ; donc aussi la courbure des surfaces est, ^partir de chaque 
point, symétrique par rapport aux deux axes de l'indicatrice , 
qui divisent dSisi la surface en quatre parts superposables deux à 
deux : quand ces parties sont superposées de cette manière, elles 
ont entr'elles un contact du second ordre. De plus, toutes les nor- 
males de la sur&ce sont placées symétriquement par rapport aux 
deux plans normaux dirigés suivant les deux axes de l'indicatrice j 
donc les normales infiniment voisines du point qu^Ton considère, 
et qui ont leur point d'application sur ces plans , y sont tout en- 
tières , et coupent la normale primitive chacune en un point , centre 
- de la plus grande ou de la moindre courbure de la surÊice. 

Mais dans toute courbe du second degré, les normales parties 
de l'extrénûté des axes ou des sommets , viennent toutes se croi- 
ser sur la droite menée par le centre de la courbe , perpendicu- 
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I 

lairement à la surface ^^^ ; et toute autre normale de ces courbes , m«« mémoire. 

le cercle excepté , ne saurait rencontrer cette même droite. On 

voit donc aussi qu'en général les diverses normales de la surface 

ne sauraient rencontrer une normale infiniment voisine, si leurs 

points d'application avec le point* que l'on considère, ne sont pas 

sur l'une des directions de plus grande ou de moindre courbure : 

au contraire , les normales parties de deux points immédiatement 

consécutiË et placés sur la même ligne de courbure, 9e rencontrent 

toujours. 

On peut concevoir , dès à présent , avec quelle facilité Vindîca^ 
trice Élit connaître toutes les propriétés générales des surfaces 
considérées dans leur courbure. Nous allons actuellement en foire 
l'application à l'examen des divers genres de courbures que. les 
surfaces peuvent nous présenter. 

ARTICLE III. 

Discussion de Vindicatrice appliquée à la discussion des divers 

genres de courbure des surfaces.^ 

L'équation 

de l'indicatrice , étant celle d'une courbe du second degré , elle 
peut appartenir à l'ellipse , ou à l'hyperbole , ou à la parabole ; 
et ces trois variétés vont nous offrir trois genres différents de 
formes de surfoces. 

Çn résolvant cette équation par rapport à Y — ^, par exemple , 

^*) Pour fixer les idées , si la courbe est une ellipse horizontale , aucune de se% 
normales , horizontale ou non , ne pourra rencontrer la verticale menée par le 
centre de Tellipse. 

âO 
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iil«« MÉMOIRE, elle donne 

équation qui représentera les formes suivantes y pour les diverses 
valeurs du coefficient de ( X — 5f )♦ , 

{I Positif. ( I. Ellipse. 

II. Négatif. INDICATRICE. < II Hyperbole. 

III. Nul. l ni. Parabole. 

I. Dans r ellipse , tous les diamètres sont réels , et par consé- 
quent tous leurs quarrés sont positifs : donc lorsqu'une surface 
aura dans quelqu'un de ses points , Tellipse pour courbe indica- 
trice , les rayons de toutes les sections normales en ce point seront 
de même signe , et les deux couii)ures de la sur&ce , dirigées dans 
le même sens par rapport au plan tangent à la normale : enfin ^ 
le caractère analytique de cette forme des sur&ces , sera donné 
par cette condition 7t— j' > o, qui rend Findicatrice une ellipse. 

II. Dans rhyperhole , partie des diamètres sont réels , et par 
conséquent chacun d'eux a son quarré positif^ tous les diamètres 
conjugués à ces premiers sont, imaginaires , et par conséquent 
chacun d'eux a son quarré négatif. Donc lorsqu'une sur&ce a 
dans un de ses points l'hyperbole pour indicatrice, partie des 
rayons des sections normales en ce point sont positife, tandis 
que les rayons de toutes les sections conjuguées à celles-là sont 
négatifs ; c'est-à-dire , que les premiers rayons sont tous dirigés 
dans un même sens par rapport au plan tangent , et que les rayons 
des sections conjuguées sont tous dirigés du côté opposé de ce 
même plan tangent. Quand l'indicatrice est une hyperbole , en un 
mot y les deux courbures de la surËice sont dirigées en sens con- 
traires ; enfin , le caractère analytique de cette forme des surfaces 
est donné par la condition rt — ^' <:; o , qui rend l'indicatrice une 
hyperbole. 



THÉORIE. SECTION L i55 

m. Venons an cas où l'indicatrice est une parabole , ce qui ui»« mémoire. 
semblera difficile à concevoir y puisque l'indicatrice peut être une 
courbe finie rapportée à son centre, et qu'on a coutume de dire 
que la parabole n'a pas de centre. 

Si dans l'équation (z) dé l'indicatrice, qui résolue par ra{>port 
à Y— jy, donne 

nous Ëdsons rt— - ^*=s o, cette valeur se réduit simplement à 

Y -5(X^ar)±:v/(C0 

Or y cette équation est celle du système de deux lignes droites 
parallèles également éloignées de la droite 

qui leur est aussi parallèle. 

Cette dernière droite est Vaxe du système des deux parallèles ; 
et comme elle est infinie ^^\ il faut , premièrement en conclure qu'un 
des rayons de courbure est infini ; mais pour la même raison , 
deux droites parallèles peuvent être regardées comme une ellipse 
ou une hyperbole dont un axe seul est infini ; ou bien , comme 
une parabole dont un axe devient fini. Alors il est évident que toute 
tangente à la surface passant par le point de contact Xyy^ peut être 
regardée comme un diamètre y et que toutes ont pour diamètre 
conjugué ou pour tangente conjuguée l'axe infini 

— 5 (X — x) 

Nous retrouvons donc ici toutes les propriétés des tangentes 

W En effet , il est dans l'esprit de la théorie des in&niment petits ^ de con- 
sidérer deux droites parallèles comme les deux côtés d'una ellipse dont le grand 
axe seul devient infini ^ oa d'une hyperbole dont l'axe imaginaire deyient infini. 
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ui«e MÉMOIRE, conjuguées que, dans les deux Mémoires précédents, nous avons 

vues appartenir au genre de courbure que nous envisageons. 

Nous venons de prouver que dans la section faite suivant la 
direction unique à laquelle toutes les autres directions sont con- 
juguées , le rayon de courbure est infini ; par conséquent , la cour- 
bure est nulle dans ce sens. Donc la tangente à la surface menée 
suivant cette direction , est osculatrice à la surface. Ainsi nous 
pouvons développer , sans rupture et sans duplicature , les deux 
éléments infiniment petits qui sont à droite et à gauche de celte 
ligne y en les rabattant autour d'elle sur un seul et même plan. 
Donc , en cet élément , la surface est dé veloppable : enfin , le carac- 
tère analytique de cette forme des surfaces est donné par la condi- 
tion rt — ^* = o , qui rend Tindicatrice une parabole. 

Il nous reste à examiner deux cas particuliers , pour avoir épuisé 
ce qu'on peut dire sur la division des formes des surfaces en genres 
principaux. Si les coefficients différentiels r^ s, t deviennent à la 
fois infinis, tous les diamètres de l'indicatrice deviennent infîm's, 
et par conséquent avec eux tous les rayons de courbure des sec- 
tions normales. Dans ce cas, la sur&ce est absolument sans cour- 
bure au point que l'on considère , et osculée dans tous les sens par 
son plan tangent en ce point. Si r ou < seul devenait infini , il 
faudrait qu'on eût, suivant ces cas, X — x= o ou Y — ^ = o : 
ces cas appartiennent à ceux où la sur&ce se réduirait à une ligne 
courbe. 

Supposons r et ^ infinis , mais - = t/i limité , on aura pouf équa- 
tion de l'indicatrice 

système de deux droites 

X — X s= a, r . . I 

X -^ * H- «/rt ( Y— ^) =s o. 
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On pourra regarder ces deux droites comme appartenant à une m»* mémoires 
hyperbole dont les deux axes seraient nuls; et cette équation 
pouvant se rapporter à celles de toutes les autres espèces d'hy- 
perboles , quand l'équation de Tindicatrice se présentera sous cette 
forme , tous les rayons de courbure seront nuls , la courbure de 
la surface sera infinie, et la siur&ce osculée par un point , par le 
point inême que l'on considère. 

C'est d'ailleurs ce dont on pourrait se convaincre à priori par 
la considération directe des rayons de courbure. Rappelons-nous 
de l'équation (II), Mémoire précédent, § II, art. III, qui Eût 
connaître le produit des rayons de courbure , 

[II].... pP = ^; 

«♦î=(i-f-jP*+ç*)* est plus grand que l'unité, d'ailleurs 

or , nous supposons que - est une grandeur finie m , quoique v 
et s soient infinis. 

Donc , si cette grandeur n^est pas égale f ( ce qui serait le 
cas des surfaces développables dont nous venons de parler il n'y a 
qu'un moment) , 

est infini , et par conséquent , pP = o. Mais la surfiice n'étant pas 
développable , p ni F ne peuvent être infinis ; donc , enfin p et P 

sont nuls. 

ARTICLE IV. 

Forme des surfaces aux points où les deux courbes sont égales, 

et dirigées dans le même sens. 

Pour suivre toujours une méthode uniforme, nous considère- 
jrons d'abord ies surfeces dont l'indicatrice est, elliptique, ensuite 
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ia«* MÉMOIRE, celles dont Piodicatrice est hyperbolique pour un de leurs points , 

et nous traiterons ces deux cas avec toute l'étendue que mérite 
l'importance du sujet. 

Dans le premier cas , pour que les deux courbures soient égales, 
fl faut aussi que les quarrés des axes de l'ellipse indicatrice soient 
égaux , puisque les rayons de courbure leur sont proportionnels. li 
faut donc que les axes mêmes de l'ellipse soient égaux et que 
l'ellipse soit un cercle. Mais dans le cercle , tous les diamètres 
sont égaux aux deux axes, qui pour cette raison ne sont plus 
uniques et distincts. Ainsi , dans ce cas , la courbure de toutes les 
sections normales est la même , et l'on ne peut plus dire que la 
surËice présente une plus grande ni une moindre courbure. 

Que deviennent donc alors les lignes de courbure ? Passent-elles 
par tous les points de la surface , excepté par les points singuliers 
où les deux courbures deviennent égales ? Mais cela n'est pas dans 
l'esprit de la géométrie. Y passent-elles toutes à la fois, ou seu- 
lement en nombre déterminé ? Enfin , à quels caractères pourrons- 
nous reconnaître ces diverses anomalies ? Telles sont les questions 
qui vont nous occuper. 
Reprenons Féquation générale de Findicatrice 

et rappelons-nous que cette projection Êdte sur le plan desx,j^ 
doit , dans l'espace , être rapportée sur le plan tangent 

o=pCX-x)+5(Y-j^)-.(Z-2), 

où elle a son centre au point de contact x^y^z. 
Maintenant si la courbe indicatrice doit être un cercle, on ex- 

■ 

primera cette condition en disant qu'elle est sur une sphère 

R- = (X-x)-+(Y-j^)*+(Z-.z)% 

ayant conune elle son centre en x^y, z. Mais l'indicatrice étant 
ftussi sur le plan tangent^ n'est autre chose que l'intersectioa de 
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cette sphère et de ce plan : chassant donc Z ^^ z àe ces deux mmt mémoire. 
équations , nous aurons pour la projection de Tindicatrice sur le 
plan des Xy y, Téquation 

Mais 

est , par hypothèse , Téquation de cette même projection ; par 
conséquent, ces deux équations sont identiques ; on a donc im- 
médiatement pow remplir cette condition , 

^ — L±£l — El— ' +^' 

[/autrement. Nous pouvons parvenir au même résultat plus ra- 
pidement encore : nous avons vu dans ce Mémoire , art II , que la 
grandeur des diamètres de l'indicatrice est , en appelant 4 1^ ^^-^ 
gente trigonométrique de Tinclinaison de leur projection sur Taxe 
des oc , 

si donc on veut que tous les diamètres soient égaux entr'eux, il 
suffit que cette valeur devienne indépendante de '\)0V^ c'est ce 
qui exige que 

^ +î^ w i + t 

Tels sont donc les caractères généraux de tous les points dos 
surfaces où les deux courbures deviennent égales lorsqu'elles sont 
d'ailleurs dirigées dans le même sens. 

Ces équations sont précisément les équations de condition aux- 
quelles nous venons de parvenir, et que nous avions déjà trouvées 
dans le Mémoire précédent, mais d'une manière moins rapide. 

Si maintenant nous reprenons l'équation des lignes de courbure , 
en la présentant «ous la forme que nous lui avons donnée dans le 
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lU»* MÉMOIRE. Mémoire précédent, § II, art II, 

nous reconnaîtrons, à sa seule inspection, que tous ses termes 
8'cvanouissent à la fois quand les deux rayons de courbure de- 
viennent égaux , et qu'alors cette équation s'oflPrant sous la forme 

C^y deyient indéterminé, et susceptible d'une infinité de valeurs 

difierentes. 

Cependant ne nous hâtons pas encore d'en conclure qu'aux points 
où les deux courbures de la surface sont égales et dirigées dans 
le même sens , viennent se croiser une infinité de lignes de cour- 
bure. Car nous savons par la théorie du calcul différentiel ^*\ qu'il 
est des cas où certaines grandeurs se montrent sous une forme 
indéterminée sans être telles en effet : ce sont ceux où l'équation 
générale dit plus ou dit moins que le cas particulier que l'on con- 
sidère , d'où nous pourrions déjà conclure qu'en général , dans les 
points singuliers dont nous nous occupons actuellement, il y a 
plus ou il y a moins de deux lignes de courbure ; il y en aura donc 
mie seule , ou trois , ou un plus grand nombre ; mais ces induc- 
tions excellentes pour nous guider dans la recherche de la vérité , 
ne doivent jamais être regardées comme des preuves absolues. 

Eclaircissons d'abord cette difficulté par des considérations géo- 
métriques : l'indicatrice 

(0.... C=r(X-xy+is (SL-x)(Y''y)+t{Y-yY, 
lorsqu'on néglige les quantités du troisième ordre ^ est susceptible 

C^) La théorie de réliminatioii présente aussi les mêmes particularités» 
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de se placer tout entière sur la surÊice , en faisant • ui>» mémoire. 

X — x=(/x, Y— jK = rfK> Z — z = û?z, 
et alors elle est aussi sur un plan (tt) , 

qui passe par le point x, y^ z — dh^ dh étant une constante 
arbitraire. C'est ce que no.us avons déjà démontrç dans ce Mémoire, 
voyez la seconde méthode de l'article I. 

On peut en effet négliger ces puissances dans la recherche des 
axes ( qui conduit à celle des lignes de courbure ) , lorsque ces 
mêmes axes sont inégaux ; parce que les différences apportées par 
une tel]^ simplification , n'altèrent la grandeur et la direction de ces 
axes^que dans un rapport infiniment petit. Mais si les axes ne difie- 
raient qu'infiniment.pou l'un de l'autre, ou s'ils étaient égaux (or, c'est 
le cas que nous considérons), on ne pourrait plus négliger les puis-- 
sauces du troisième ordre ; il Êiudrait par conséquent regarder 
l'équation de l'indicatrice comme incomplette, et par conséquent 
aussi regarder l'équation des lignes de courbure , immédiatement 
dérivée ^*^ de celle-là, comme une équation inexacte. 

(^) En effet ^ ai , considérant Téquation des axes a , de rindicatrice 

c« = (i+/>»)(X-a:)* + ap9(X-x)(Y-^) + C»+9'(Y->'V3. 

on observe que a est nécessairement un maximum ou un minimum par rapport 
aux autres diamètres , on aura pour cette condition , 

et réquation des lignes de courbure résultera immédiatement de Télimination 

Y y 

de :r= — »^ entre cette équation et celle de Tindicatrice 

> • 

(O-.-- C = r (X— a:)* + a^(X — a:) (Y-^jf) + t ÇY—y), . 

qui diff'érentiée ^ donne , * / 

ai 
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iirb* MÉMOIRE. . C'est précisément parce que , dans le cas actael , Péqaatîon des 

lignes de courbure n'a plus toute la généralité que coipporte la nature 
de ces lignes , qu'elle se présente sous une forme indéterminée j 
comme nous l'avions annoncé d'avance d'après les principes géné- 
raux de l'analyse. 

Néanmoins nous allons voir que cette équation peut encore nous 
Élire connaître la position des points singuliers que nous considé- 
rons y et la direction des lignes de courbure qui passent par eux. 

Èi je considère à la fois tous les points d'une suiface , en chacun 
desquels les deux rayons de courbure sont égaux entr'eux , ou ce 
ïiotDbre sera limité , et alors les points seront isolés sur la surfêice ; 
ou il sera infini et de nature à former sur la sur&ce une courbe 
suivie : ou bien , enfin , la Mt&ee elle-même jouira dans tous ses 
points de la propriété d'atoir ses rayons de courbure respecti- 
vement égaux len chaque poilit , et toujours dirigés dans le même 
sens. Ce dernier cas , à la rigueur , n'appartient pas à cet article. 
Cependant pour ne pas revenir isans cesse sur le même objet , nous 
en montrerons aussi la sohition. 

Occupons-nous d'abord du cas le j^us général , de celui où les 
points , à partir desquels les 4em -courbures toot-ëgales , forment 
une courbe continue. 

Déjà nous coqnaissons cette courbe 3 elle est indifiéremment 
donnée ou par l'équation unique 

ou par la double équation 

r j "" t " 

n àvffïtf poior 8*en cOnTaincre^^ de jeter les yeux dur les équations correspondantea , 
d'où nous ayons déduit celle de lignes de courbure (second Mémoire^ art. &)• - 
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/Si maintonant à parfir d'un point »,>', z^ où les deux cour- 
bures sont égales, je passe au point x^ y, s" inunédiatement consé- 
cutif et jouissant de la mêtne propriété ; il est évident qu'en ce point 

X , y ^ ^ 

seront devenues 

et par conséquent alors, au lieu de 

on aura ... 

p + dp j q + dq 'y r + (/r, s + ds ^ t + dt. 
Maintenant nous mettrons 

p' y q' i ^ ' 7 ^ > f 

. .... 

pour ces valeurs complettes. UequatTon des lignes de courbure 
pour ce nouveau point sera donc , (C) 

Puisqif en ce nouveau point les deux courbures sont encore égales 
entr'elles, je dois avoir aussi pour ce point, 

-y ^ jr-, 

et par conséquent , 

l jB'gV--(i+i?*)*'=o) (rf[ pçr--(i+j?»>]=C). 

Enfin , nous observerons <{ue le sjstkat de ces équations ne dira 
rien de plus que l'équation unique . 

^t son -équation ^KfiKrentidle prise en naarolitant sur la surface 
{(riiiiittve. 
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m»* MÉRoiRE. Mais si au lieu de suivre la direction des courbures égales , je 

veux me diriger sur les lignes de courbure du système général ; 
j'observerai d'abord que les trois coefficients de Téquation primi- 
tive (C) des lignes de courbure étant nu\s , les trois coefficients de 

l'équation dérivée ( C ) se réduisent aux simples diflférentielles de 
ces dernières j et parce que les accroissements dy et dx ne mon- 
teront qu'au premier degré dans ces coefficients ; que déjà ^ ap- 
partenant aux lignes de courbure ,* est au second degré dans ces 
équations , l'équation ( C ) se réduira nécessairement à une équa- 
tion du troisième degré en ^ ; nous la représenterons par 

(D....- A(|y+B(^)+c(|)+D = o. 

Puisque cette équation est du troisième degré, elle a toujours 
une racine réelle , et ne peut pas en avoir seulement deux réelles : 
donc y quand les ombilics sont donnés par une équation de cette 
forme > premièrement^ il passe toujours au moins une ligne de 
courbure par chaque ombilic; secondement, il rt£ peul pas y en 
passer deux seulement; troisièmement , il peut en passer trois. 

Il est évident que l'équation générale (F) sera satisfaite d'elle- 
même lorsque l'équation 

qui appartient à la ligne des courbures égales , aura lieu ; ou , ce 
qui revient auméine, le système des équations différentielles 

û? [(i + ç») r ~ (i+j^O *] =o > 
dl pqr'^{x^p^)s\^o. 

. Ainsi , des trois/auteurs dans lesquels on peut concevoir Véquor 
tion (r) décomposée^ il y en aura toujours un qui présentera 
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^ sous une forme rationnelle , et ce facUItT sera donné par uimt mémoire. 

Inéquation différentielle de Inéquation unique des courbures 
égales : donc alors une courbe unique représente un système 
particulier de lignes de courbure , et qui n^a rien de commun 
avec le système général donné par V équation ordinaire (C) des 

lignes de courbure. 

De sorte que le &cteur du second degré restant , représentera 
les deux lignes du système général; par conséquent, ces lignes 
au point que Ton considère , seront toutes deux réelles ou toutes 
deux imaginaires. Il y a plus , je dis qu'elles seront généralement 
réelles, et ne pourront devenir imaginaires que pour quelques 
points particuliers ( exception dont nous parlerons dans un mo- 
ment). En eflFet, l'équation (r) n'est autre chose que l'équation (C) 
des lignes de courbure au point %^ dx ^'y ^dy ^ z-i-dz^ point 
où les deux courbures ne sonV plus égales ; puisque nous mar- 
chons sûr les deux lignes autres que la ligne des courbutes égales. 

Aussi ^ aura nécessairement deux valeurs réelles ; puisque toutes 

les valeurs de l'équation ( C ) sont réelles pour le3 parties réelles 
de la surface ^*'\ 

(^ Pour se convaincre de la vérité de cette assertion ^ observons que si dans 

réquation (C) les valeurs ^c f J- j soi^t réelles , elles le seront encore en 

xbangeant de plans coordonnés , de la manière la plus générale. Supposons donc 
qu'on rende le plan tangent parallèle au plan de projection des x , y ; alors 
p et 17 s'évanouissent , et l'équation xlçs lignes de courbure devient simplement . 

a)+(i)(^)--=»- 

équation du second degré dont le terme constant est négatif^ ce qui exige que 
les deux racines soient constamment réelles ; donc , aussi , ^n repassant au système 

général de plans coordonnés , les deux valeurs de T -^ J seront encore réeUes 
pour tout autre point qa*un ombilic. 
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xu»« MÉMOIRE. Passons maintensdn au cas où la surface n'aurait qu'en des points 

isolés ses deux courbures égales. Il est évident qu'alors on ne 
pourra point passer , d'une manière continue , d'un de ces points 
à l'autre : il Êiudra donc , quand on fera pour cet effet y dans les 
coeflQcients de l'équation (C) des lignes de courbure , 

û Êiudra, dîs-je, queles deux valeurs de s^ deviennent imaginaires. 

Ainsi , dans ce cas tout opposé au précédent , les deux racines 
du facteur du second degré appartiendront à la ligne unique des 
courbures égales ,^ laquelle ligne ne *sera plus qu'un système de 
points. 

Et par conséquent, alors , le facteur linéaire appartient à la fois 
aux deux lignes de courbure du système général. Donc , dans ce 
cas , la plus grande et la moindre^ courbure , au lieu d'être cons- 
tamment à angle droit , se confondent dans leur direction. 

Quoique ces dernières conséquences semblent bien diflférentes 
de celles du cas précédent , elles ne sont pourtant pas contradîc^ 
toires avec lui,. Cât si deux des trds raciRCs de l'équation ( F ) 
pouvaient appartenir encore aux lignes de coiurbure du système 
général , 11 y en aurait au moins une qui serait imaginaire ; tandis 
que nous avons démontré qu'elles sont constamment réelles. C'est 
donc pour sàtis&ire à cette condition plus générale , que les deux 
racines du fecteùr du second degré appartiennent aux courbures 
«égales dès qu'elles sont imaginaires ; alors le facteur l^éaire , et 
par conséquent réel , reste pour satisÊdre aux lignes de cour^ 
bure qui s'identifient au point que l'on considère. 

U pourrait 9 au reste, s'ofîrir un cas singulier, lorsque la ligne 
des courbures égales se réduit à des points isolés. Quoiqu'alors^, 
pour cette courbe , le point x +dx ^ y-^ dy^ %+ dz soit nécessai- 
rement imaginaire, ^ pourrait être réel. Alors, aussi, l'équatiop 
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da troisième degré (F) aurait ses trois racines réelles. Mais ai Ton m^ mémoire.. 
passait aux projections sur les plans des x, s et des j^, «, il n'y 
aurait plus qu'une racine réelle , toujours appartenante au sys- 
tème général des lignes de courlmre : nous rentrons ainsi dans 
le cas précédent. 

Observons , enfin , que si les quantités 

r s t 

ne difieraient que par un &ctenr constant , les difierentielles pîe« 
miére^ seconde , troisième ,• ... à l'infini des coefficients 

seraient constamment nulles. On ne pourrait donc jamais avoir de 

valeurs particulières pour ^ au point que Ton considère , et cette 

grandeur resterait par conséquent indéterminée. Alors une infinité 
de lignes de courbure se croiseraient au point x^y^ z. 

Les différentielles des trcMs coeflRcients de (C) seraient aussi 

Constamment nulles , si la double équation 

■* • • 

1 +p* 21 ' + <7* 

r s t 

contenait dans cliacun de ses membres un radical qui s'évanouit 
au point x^ y^ z.W j aurait donc encore une infinité de Ugnesde 
courbure qui se croiseraient en ce point. Or, un radical s'éva- 
nouira dans 

r s t ^ 

lorsque deux ou un plus grand nombre des pdnts où les deux 
courbures sont égales , se confondront ^q un seul point. Ainsi , 
les ombilics où se croisent une infinité de lignes de pourbure 
peuvent étreiconsidérés chacun comme le système ^e deux om- 
bilics jm il ne passerait qu^un^iignfi de courbure. • 
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m«* MÉMOIRE. L'ellipsoïde va nous offrir un exemple extrêmement remarciuable 

de ces deux espèces d'ombilics. Considérons d'abord le cas le plus 
général , celui où les trois axes de l'ellipsoïde sont inégaux. 

Si dans la section principale du grand et du petit axe, je cherche 
le diamètre égal au moyen axe, ces deux dernières lignes seront 
à angle droit ; elles seront les axes de la section Ëiite sur l'ellipsoïde 
par le plan qui les contient ; mais nous les supposons égales : donc 
la section est un cercle. Maintenant, faisons marcher le plan cou- 
pant parallèlement à sa position primitive ; il arrivera enfin à n'être 
plus qu'infiniment peu distant du plan, tangent qui lui est parallèle ; 
alors il coupera l'ellipsoïde suivant une courbe infiniment petite , 
et ce sera l'indicatrice appartenant au point de contact de ce même 
plan tangent. Or, toutes les sections faites par des plans parallèles ,' 
sur les surfaces du second degré , sont des courbes semblables.' 
Donc l'indicatrice que nous considérons est un cercle, et par con- 
séquent le point qui lui correspond sur l'ellipsoïde, un onobilic. < 
Mais sur la section principale du grand et du petit axe , je puis 
toujours trouver deux diainètres égaux au moyen axe. Ainsi les 
plans qui passeront par le moyen axe et par chacun de ces dia- 
mètres , nous offriront deux sections circulaires difiererament 
dirigées sur l'elUpsoïde : d'ailleurs, on peut toujours mener, paral- 
lèlement à un plan doxmé, deux plans tangents à l'ellipsoïde. Nous 
trouverons donc quatre plans tangents parallèles aux sections 
circulaires ^ par coiiséquent quatre* indicatrices circulaires, et dès 
lors quatre ombilics de l'ellipsoïde. Enfin, comme on ne saurait 
tracer sur la suriace aucun cercle dirigé dans l'espace, autrement 
que ceux dont nous venons de parler , il ne saurait y avoir suif 
Tellipsoïde ni plus de quatre indicatrices circulaires , ni par con-* 

séquent plus de quatre ombilics. 

En^,le système de ces quatre ombilics devant être à la fois 
symétrique par rapport aux plans principaux, ils sont deux à deux 
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sur run de ces plans, et il est &cile de voir qu'ils sont tous quatre m** biémgire. 
sur le {4an du grand et du petit axe. 

. Ces quatre points sont isolés sur l'ellipsoïde ; roilà pourquoi 
il ne passe par chacun d'eux qu'une ligne de courbure ; c'est la 
moyenne section principale. Elle est ainsi divisée en quatre parties, 
. alternativement de la courbure >,'<,*> et < : les deux plus 
grandes contiennent les sommets du grand axe, les deux moindres 
les sommets du petit axe. 

Maintenant supposons que le moyen axe dififère de moins en 
moins du petit axe, les plana defif sections circulaires se rappro- 
cheront de plus en plus du petit axe, et les quatre omlûlics se 
rapprocheront de plus en plus , deux à deux , des sommets du 
grand axe. 

Enfin , quand le moyen et le petit axe seront égaux , ces deux 
axe seront sur deu& sections circulaires dont les plans ont leiir 
direction identique ; et les ombilics se réuniront deux à deux aux 
TOmmets du grand axe. Donc alors , au lieu d'une ligne unique , il 
passera parles doubles ombilics une infinité dé lignes de courbure. 
Nous savons en efiet que l'ellipsoïde dont deux axes sont égaux, 
devient une sur&ce de révolution dont les méridiens sont autant 
de lignes de courbure , et ces méridiens , en nombre infini , se 
croisent évidemment tous aux deux sommets de l'ellipsoïde ^^\ 



■?•■*■ 



^*^ Si le moyen axe , au lieu de se rapprocher du petit , se rapprochait du 
gt^oA axe , et lui devenait égal , les ombilics se rapprocheraient deux à deux 
des sommets du petit axe ^ pour s'y réunir dans ce dernier cas ; et alors il y 
aurait encore une infinité de lignes de courbure qui passeraient par les doublef 
ombilics ;^alors ce seraient les lignes de moindre courbure , comme dans Thypothèse 
précédente. Enfin ^ si les trois axes devenaient égaux , tout diamètre deviendrait 
le moyen axe ; toute indicatrice ^ circulaire ; par conséquent aussi tout point 
un oibbilic , et toute ligne ^ [une ligne de courbure : aussi la surface deviendrait* 
elle alocs une sphère. 
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m«« MÉMOIRE. Nous ferions connaître avec ude égale ËiciGté le nombre , h 

position et la nature des ombilics de rbjrperboloïde à deux nappes. 
On trouvera peut-être quelque simplicité dans ces déterminations 
géoniétriques d'éléments , où les calculs différentiel et intégral 
avaient seuls conduit jusqu'ici. 

Récapitulons 9 enfin, la série des faits que nous venons de par- 
courir. Yoicf les variétés principales qu'ofire la forme des sur&ces 
à partir des points où les deux courbures devenant égales et l'équa- 
tion générale des lignes de c<tarbure prenant une forme indéter- 
minée, c'est l'équation du troisième degré aux différences ordinaires 

'\£) ^ remplace cette équation. 

I. Lorsque les points de la surface où les deux courbures sont 
égales, forment one ligne courbe , en chacun de ces points il y a 
trois lignes de courbure , savoir : deux ligne» de courbure du s js- 
. tème général , et la ligne unique des courbures égales. La courbe 
lieu des centrés de cette dernière ligne , est précisément l'interseo- 
lion des sur&ces des centrés de moindre et de plus grande cour- 
bure. Ainsi , les normales à la surface dans toute détendue de- 
là ligne des courbures égales se coupent consécutipement j et 
forment une surface dépeloppahle : voilà pourquoi cette ligne 
est aussi une ligne de courbure. 

IL Lorsque les points où les deux courbures sont égales, sont 
isolés , et par conséquent en nombre fini , chacun d^eux représente 
nne branche entière de la ligne des courbures égales ; les tangentes 
de ce^ branches y deviennent imaginaires , et par conséquent en 
nombre pair : enfin , par chaque point il ne passe plus qu'une seule 
ligne de courbure réelle. Cette ligne unique appartient à la fois aux 
groupes des lignes de plus grande et de moindre courbure, de 
manière qu'en marchant sur elle , lorsqu'on dépasse ce point , on 
se porte des lignes de plus grande sur celles de moindre courbure^ 
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ou réciproquement : tels sont les ombilics de l'ellipsoïde y et de m»* mémoire. 
l'hyperboloïde eltiptique. 

m. Enfin y dans les points où les deuiç courbures sont égales , 
et pour lesquels Iqs coefficients de Téquation ordinaire des lignes 
de courbure ne difiR^rent que par des facteurs constants ; ou y pour 
parler le langage de la géométrie , lorsque deux des ombilics que nous 
Tenons d'examiner se réunissent en un seul, uqe iniQnité de lignes 
de courbure Tiennent se croiser à ce double ombilic : tels sont 
les sommets des surfkces de révolution, des cônes ^^ des coquillages 
en spirale , etc 

Disons un mot maintenant de la sur&ce qui y dans chacun de ses 
points y présenterait le caractère constant d'ayoir ses deux cour^ 
bures égales. 

Rappelons-nous que le caractère constant des points qui jouissent 
de cette propriété , c'est que pour chacun d'eux l'indicatrice devient' 
un cercle y et que la surface est osculée dans tous les sens par une 
sphère. On peut donc alors regarder la sur&ce proposée comme 
l'enveloppe par osculation y d'une sphère variaMe de rajon , ou d'un: 
fayon constant Mpar conséquent en chaque ^p<AjatV indicatrice cir^ 
culaire sera enffirement sur Fenvcloppe et sur la sphère enve- 
loppée correspondante à ce point. Mais par la théorie des enve- 
loppes y nous savons qift la courbe' de contacf de l'enveloppe et 
de l'enveloppée , est à la fois sur deux enveloppées immédiatement 
consécutives, vè plus , l'intersection de deux sphères est toujours 
un cercle dont 1^ centre est ^n ligne droite avec les centres des 
deux sphères y et dont le plan est perpendiculaire à cette droite. 
Ainsi quand deux sphères ont un point commun sur la droite qui 
joint leurs centres, il Êiut que le cercle de leur intersection se 
réduise à ce point unique qui est son centre y ou qu'elles aient 
à la fois tous leurs autres points communs , et soient par consér 
qu!&nt identiques. 



173 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iJi«« MÉMOIRE. Mais quelle que soit la foqoie d'une surface y on peut toujours 

mener un plan infiniment près de chaque plan tangent^ et qui coupe 
la surface suivant une ligne : cette ligne est Findicatrice. Donc, par 
la nature même des surfaces, cette ligne ne peut se réduire for- 
cément à un point [ou à deux ^*^]-, sans que la sur&ce enveloppe se 
réduise à une ligne seulement. Il n'y a donc que la sphère , parmi les 
surfaces , dont les deux courbures soient partout égales ; et les 
seules grandeurs graphiques qui puissent ensuite présenter géné- 
ralement cette propriété , sont les lignes courbes ou les sur&ces 
dont Taire est nulle. 

Ainsi , ce résultat extraordinaire aux yeux même du géomètre 
qui l'a reconnu et démontré le premier , se déduit simplement conmie. 
une conséquence d'une méthode uniforme et générale.. 

On doit voir maintenant avec quelle Êicilité la considération de 
l'indicatrice nous Eût connaître toutes les propriétés de la forme 
des sur&ces. C'est qu'en effet elle est , comme son nom l'annonce ^ 
essentiellement propre à indiquer^ à caractériser la forme de la 
courbure des sur&ces , à partir de chaque point j et elle conduira 
toujours aux solu^ons les plus simples dans les questions relatives 
à la courbure des sur&ces , en fournissant d'ailllkrs inmiédiate- 
ment les équations y ou l'équation du second ordre. 

Comme ces développements ont déjà pris une étendue que Ton 
trouvera peut-êti*e disproportionnée avec le reste de cet ouvrage , 
nous ne pousserons pas plus loin l'examen de la $fme des sur- 
faces dans les cas singuliers où il faudrait recourir à des équations 
(r') , (r") • . . . du quatrième ordre , \)u du cinquième , ou au-delà. 
Nous les exposerons dans un Mémoire séparé. 



5^) Elle se réduit au système de deux points , parce que Féquation de rindicatrice 
t^ du second degré : effectivemeat cela exige qae la surface enveloppe se réduise à 
une ligne courbe. 
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UIoM MÉMOIRE. 

ARTICLE V. 

Parallèle des résultats de l'article précédsnt , apec les résultats 

déjcC connus. . ^ 

Je viens d'exposer mes idées sur les ombilics ; je me suis efforcé 
de multiplier lestteuves , de les vérifier par des exemples pour en 
augmenter autant qu'il était en moi la conviction. Mais comme 
les résultats de Tarticle précédent offrent quelques légères difl&t 
rences avec ceux de l'auteur qui le premier nous à fait connaître 
les points les plus remarquables de ceux dont nous nous occupons 
maintenant , nous croyons devoir rapporter les passages où ce 
grand géomètre s'est occupé d'un tel sujet. Que si nous nous trom- 
pons dans nos doutes , nous dirons pour notre exqpse , avec un 
Italien ingénieux : anche iXfallare dopo un tanto maestro sarehhe 
hello. 

Nous allons d'abord rapporter le pasaage qui Yraîte des ombilics 
en général ; nous verrons ai»rès quelles sont les applications qu'il 
a présentées. 

De la surfojce dont les deux rayons de courbure sont égaux 
entr'eux et dirigés du même côté. Art II , Analyse appliquée. 
Monge. 

« Avant ile quitter les différences secondes^ nous observerons ^ 
il qu'en faisant ^ pour abréger , 

» ( 1 -4- 5*) r — />jri = A, 
7> {i + q^)s — pqt = B, 
» ( 1 +P^)s — pqr = C , 

^ i^&j^')t^pq^-^i>, 
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bdm t^MOlRE » ce qui donne 

» A+D = h w, 

» pç ( A — D ) = ( X +7>*) B — ( X + g») C. 

» L'équation générale (E) ^^^ des lignes de courbure , qui devient 

» alors 

» Bify»+ (A — D) dxdy — Cdx^=i o, 

y> produit deux valeurs ^^ ( ^ ) qui ne difi&reûnntr'elies que par 

3» le radical V(A— D)^-f- ABC* 

}> Or, ce radical est le même (]^ celui qui entre dans la valeur 
^ du rayon de courborè ^ c'est-à-dir^ y que la quantité 

j> (A-.D)'4-4»C, ou (A-fD)*— 4(AD— BC) est =A*---4A*^ i**« 

(Voyez Mémoire précédent^ art. Œ^ $ H ; Téquation aux rayons de couibure 
donnée par Monge. ) ^ 

r^] CettB éqoaticfti (E) n'est antre chose ^e notre équation 

C«Mt] £|| effet i en rappoktânl dans le Mémoire précédent » nos yaleurs des rayosu 
de courbtlte à œller d*Etiler et Monge ^ données par Téquation 

nous avons yu qu'elles deyenaient identiques , en remettant pour g , h, k leurs 
Taleurs 

«1 • 

A la simple inspection de ces valeurs j il est évident que 

l^omme nous Vavions indiqué dans la' note ^*^ ci-d^essus. 
Mlûs par la définition niême des grandeurs A^ B/ C^ D, 
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11 ce qui est &c3e à vérifier. Donc dans la surilice dont nous nous m«t MÈtioag. 
y> occupons , et pour laquelle le radical est nul , les deux valeurs 

» de ^ relatives aux ligne» de courbure , sont égales entr'ellès. 

y> Donc , excepté les cas particttliers pour lesquels les trois quan- 
y> tités B, C, A — D sont chacune égales à zéro ,.et ne détenninent 

» aucune valeur pour ^, la sur&ce n'a pour chaque point qu'une 

D seule ligne de courbure : ainsi tous les points sont des omlxlics 
» analogues à ceux que nous avons remarqués être :au nombre de 
}» quatre sur la sur&ce de . l'ellipsoïde. Recherchons d'abord ks 
» sur&ces qui sont dans le cas de iLepcception* • . •)» * 

Ici 9 par une analyse infiniment élégante , Monge démontre que 
la sphère est la seule sur&ce qui convienne à la coexistence des 
trois équations aux différentielles partielles du second ordre 

B = o, Ctsjo-, A — D = o, 

lesquelles , comme il est évident à la ^eule inspection y ne sont 



••^ 



AD = CO + 9f)r - W*] Kl + p»)«- ;*70 
et 

BC = C(i + qy — pqQ C(i +p')i — pqr\, 
on, en développant ces deux produits 

et 

I 

BC=(i +p« + e^.^p.^.^ +PY-'^— C(i + <nrs + +p')te>(7 : 
produits dont la difFérence est éyidemment 

AD-BC = (i+p* + i7*)(rt-y), 
c*eat-àrdire , h*, g ; donc 

( A + Dy — 4( Ai) — BC) = fc* — 4fc»g. 

Cest précHleiit la partie de R placée sous le radical ; ce qui démontre le 
résultat avancé par Blonge. 
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lU»* MÉMOIRE, autre chose que notre double équation 

r s t ' 

Monge arrive ensuite à cette observation importante et qui lui 
est due , qu'il y a sur les surfaces des points par lesquels il ne 
passe qu'une seule ligne de courbure. Voici comment il s'exprime 
à ce sujet. 

ce Pour toute autre surËice de ce genre ( du genre où les deux 
y> courbures sont égales et dirigées du même côté ) , chaque point 
» est un ombilic par lequel il ne passe qu'une seule b'gne de couc- 
y> bdre y et l'équation de cette ligne 

j> étant un quarré parËdt , peut être remplacé par sa racine quarrée, 
D qui est indifféremment l'une des deux suivantes : 

» siBdjr 4-(A — D)rfx=3o, 
» 2Cdy H* (A*— D) dx =: o, 

» ou, remettant pour A, B, C, D, leurs valeurs, et chassant 
» ry s yty Téquatiou de la ligne unique de courbure sera indififé- 
y> remment 

» ou 

7> équations qui , appartenant à une même courbe , peuvent être 
» regardées comme équivalentes à celles de ses deux projections, id 

Pour examiner avec attention cette théorie , considérons d'abord 
la surÊtce de la sphère. Soit donc 

^* + jK* -H «;• = r* 

9on équation. J'en tire immédiatement; par des di||||pentiatLons 
partielles successives y 
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dx a* dy «> 

d'où 

ensuite les coefficients difiPérentiels du second ordre . sont * 

})onc enfin, 

Donc aussi, pour tous les points de la sphère, on doit avoir 

I 4- çy * arx l4*** 

Mais dès que les deux courbures d'une surfece courbe sont égales 
en un point, et dirigées du même côté, cette sur&ce est susceptible 
d'être en ce point osculée dans tous Iqs seijbs .par une sphère. 

D'ailleurs p, q^ r, ^, fêtant les coefficients difierentiels partiels 
du premi^ et du second ordre d'une sur&ce quelconque, il &udra, 
pour qu'un tel contact ait heu, qu'on ait pour le point de ce contact, 

donc aussi, dès qu'une surface sera dans un de ses points, suscep^ 

tible d'être osculée par une sphère, on aura les relations suivantes 

entre les coefficients du premier et du second ordre de la surface 

générale 

idlSl == 22 s=s iiLs! 
r s t ^ 

résultat auquel nous étions déjà parvenus d'une manière directe. 

Si maintenant nous jetons les regards sur les quantités que 
Monge a désignées par A, B, C, D, nous verrons que la double- ' 
i^ation précédente équivaut aux trois équations 

B 5= G, C = G, A-— Dso; 

a3 
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m» MÉMOIRE, car on à 




s ' 



D =(l±i:_i±£.)^: 



o; (A-D = (5-|>r 



o. 



Donc réquatîon (E) des Dgnes de courbure 

Brfr*+(A — D)rf3C(/y — CcZx»= o, 
dans tous les cas où les deux courbures deviennent égales et 
dans le même sens , présentera nécessairement ^ sous la forme 
indéterminée - j et ce caractère , an lieu d'être celui de quelques 

cas particuliers 9 de quelques exceptions , sera au contraire le ca- 
ractère général et constant* 

On de poorra pas dire non plus que le radical V^[(A-— D}*-f^Çl 
s'éraiiouit; car la yraie forme du radical est 



ve^-'^)=\/i- 



On ne peut donc pas non plus en conclure que les deux racines de 

l'équation (£) deviennent égales entr'elies. Cette équation fournit ak>r$ 

jine infinité déracines,- et pai* conséquent tfen fburmt plus aucune 

qui soit distincte : enfin, pour trouver dans ce cas la valeicr véritable 

de ^ , il &ut la traiter conmie les quantités qui deviennent 

-. Or , on sait qu'au moyen de difierentiations successives , 

on finit toujours par reconnaître cette vraie valeur. C'est ainsi qu'on 

verra dans chaque cas si ^ est réeliement un rapport suscepr 

tible d'une infinité de grandeurs difl^rentes, ou s'il n'est pas une 
râleur particulière qui, en vertu de la loi de continuité, doive 
être regardée coknme celle de la ligne courbe unique qui passé 
par ce point. 
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Mais ToyoDS en (Bflfet ci /B , €^ A-— J> ^taat nuls^ Féquatio» < E ) uim mémoibe- 
n'est pûs de nature à {t(Hm)ir présent» deux racines inégales, sams 

qtre pour cela ^ devienne susceptflile d'une infinité de valeurs 

difflTentes, 
Que yculejat dire les deus: équations . r 

aBdj + ( A— i>) cfjc 53 o, 
aCJx — ( A — D ) </y J5S o? 

ï^oisquc noiis avons démpnftré qpae S , C, À^^D sont fopcéoient 
nuls t0|rtm :les fois que les de^ûc courbures deviennent égdles et 
dirigées 'du na^ne câte , oes équations auront lieu sians doiite j>inais 
est-ce une raison pour^en conclure que les deux racines de PqqnatioD 

(E).... Bdy+{A^'D)dxdy — Cdx' = o 

• 

^eoiit ëgfdes isdors ? car même, aans parler (dtô ombilics où se 
trrcoBent une infinité ide-Ugnes^de couîiburelyrpmsique McMsigo lesn 
placés dans le cas^l!exceptîon, uousctoervorons qu?il est de^ 
points ombilics ^ui présentent encore leurs deux lignes de cour- 
bure séparées et à angle droit. Nous n'en offrirons qu'un seul 
exemple. 

HaçoBS un premier cercle sur un plan horizontal, et supposons 
qu'un second cercle vertiça(l,'égàl au pf emîar et mobile , ait son centré 
sur celui-ci , en restant toujours parallôle au même plan vertical. 
Considérons un moment la surface qui résultera de cette génération. 
ÎNous pourrions également re^ndre fixe le ceréle verticdl, et iàisaxït 
mouvoir horizontalement un cercle horizontal de manière à s'ap- 
puyer sur le premier , nous produirions encore la même surface. 
Suivant ces deux générations, le centre du cercle mobile décrit un 
cercle horizontal dans le premier cas , vertical dans le second ; 
joignons les centres de ces cercles par une droite, elle sera pour la 
sur&ce un véritable axe , et ses extrémités les deux sommets de la 
surface. De plus, les cercles principaux qui passent par ces sommets 
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iub« MÉMonuE. seront autant de lignes de courbure de la surface , et seront les 

seules lignes de courbure qui passent par les mêmes sommets. 

Cependant les cercles générateurs ayant tous même rayon , et ce 
rayon étant sur Taxe de la surfôce aux deux sommets où les deux 
courbures sont dirigées du même côté , les deux centres de courbure 
se confondent : ces deux sommets sont donc deux ombilics , et dans 
ce cas , les deux racines de l'équation ( £ ) ne pourront pas être 
regardées comme égales. 

Au contraire 9 ces deux racines sont égales au point où le cercle 
mobile devient tangent à Tun des cercles directeurs, parce qu'en ces 
points deux nappes se confondent en une seule, et présentent comme 
une espèce de tranchant j alors les deux courbures sont tangentes 
à l'arête de ce tranchant, qu'on peut regarder comme un point 
singulier de rebroussement. 

Voici l'explication de ces anomalies : d'âpres la méthode de Far- 
tîcle précédent, il Êiudrait dans ce ca8«ci ,<par deux diâerentiaûons 
successives, obtenir une équation (T'') dérivée de celle des lignes 

de courbure ; alors elle serait du quatrième degré %n ^ ; et d'abord 

comme les points où la surËice qui nous occupe a ses deux cour- 
bures égales, sont Isolés «u o«tto snp&ce^ l'équation (T^) a néces- 
sairement deux racines ftnaginaires ; mais les deux autres apparte- 
nant au système ordinaire des lignes de courbure , seront tou- 
jours réelles. Dans un cas , elles seront inégales , et nous trouvons 
en effet deux lignes de courbure distinctes 3 dans l'autre cas , les 
racines deviennent égales ^ et nous ne trouvons plus qu'une L'gne 
de courbure. 

Suivons maintenant l'auteur de la Géométrie analytique , dans 
l'exemple qu'il a présenté, des ombilics par lesquels il ne, passe 
plus qu'une seule ligne de courbure. Voici pe qu'il dit à ce sujet 
dons son beau travail sur les lignes de courbure de l'ellipsoïde. 
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Des lignes de courbure de Pellipsoïde ^ art V. 

1» 

<c Ces points vers lesquels les ellipses et les hyperboles (pro- 
D jections des lignes de courbure) tournent toutes leurs concavités, 
9) sont les projections de quatre points très-remarquables sur la 
» sur&ce courbe. ... Ce sont quatre ombilics autour desquels les 
» lignes des deux courbures sont pliées, toutes les unes d'un côté , 
» et toutes les autres du côté opposé. Ces lignes se resserrent à 
» mesure qu'elles en approchent, et dès qu'elles les atteignent, 
» elles changent d'espèce. 

» Art. IX. La plupart des autres surÊtces ont des ombilics ana* 
» logues à ceux que nous avons remarqués sur celle de l'ellip* 
» soïde , et il est facile de trouver leurs positions avant même que 
» d'avoir intégré l'équation des lignes de courbure; car les ombi- 
» lies sont les points dans lesquels les lignes des deux espèces de , 
D courbure^ se changent l'une ea^ l'autre \ et par conséquent pour 
» chacun desquels les deux lignés de courbure se confondent. Ces 

» points sont donc ceux pour lesquels les deux valeurs de 4- 

» que fournit l'équation générale des lignes de courbure , sont 

» égales entr'elles; et l'on aura unourclation entre leurs coordon- 

3f> nées, en égalant à zéro lé radical par lequel ces deux valeurs 

3) difierent entr'elleâ. Faisons-en l'application au cas de l'ellipsoïde, 

» pour lequel l'équation générale difierentielle des lignes de cour- 

» bure est 

» ■ 

» Si, après avoir résolu celte équation du second degré algébrique, 
» on égale à zéro le radical , on aura 

»(:«•— Ay*—B)"-(-4Axty*î=o, 
D dont le premier menibre eot la somme de deux, quarrés ^ et qui 
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Wg^ MÉMOIRE. y> ne peut rien exprimer de réel , à moins qu'on n'égale à zéro la 

y> racine de chacun de ces (^narrés ; ce qui donne en même temps 
» les deux équations 

» X* — Ay*— -Bsso; 

» maïs la preïnîére de ces deux équations a -elle-inéme deux Fac- 
» teurs qui peuvent avoir lieu séparément : donc ,^ nous avons 
» deux cas à considérer, i**. le cas où Ton aurait en même temps 

» j = o et X* — Ay* — B = o j 
» !2^ celui où l'on aurait -en même temps 

)) X == b et ^' — Ay* — B = o. 
» Le premier cas donne 

»j. = o et x = \/B = ^^^^^^>. 

'» Ge sont les coordDAnées cfoë nous avons trouvées pour les pro- 
30 jections des onilûlics sur le plan des x^y. 

y> Le second cas donne 

y> qui sont les coordonnées. d'un poiat imaginaire. Ainsi , il n'existe 
D pas sur la surface d'autres ombilics que ceux que nous avons 
y> considérés. 

y> Nous aurons occasion, dans la suite, devoir des sur&ces 
» dont tous les points sont de semblables ombilics. y> 

Je conunencerai pstr observer que la propriété caractéristique 
et constante des ombilics n'est pas d'être le point de passage d'une 
courbure à l'autre courbure. C'est déjà ce que nous aVons pu 
remarquer sur la surface même de rellipsoïde. Lorsqu'en effet 



wm 



C*) a^b^c étant les trois axes , A = tt . -r — 3, B = a*. -; ::. 
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deux axes dififèrent de moins en moins , les ombilics se rapprochent ma* mémoire. 
de plus en plus du troisième axe ; et lorsqu^enfin les deux premiers 
sont égaux j les ombilics se réunissent deux à deux au sommet 
de Tellipsoïde , ainsi que nous l'avons feit voir dans Tarticle pré- 
cédent. Cependant y de côté et d'autre de ce points les mêmes, 
lignes de courbure restent toujours de la même espèce. Or, 
appellera-t-on ombilics tous ces points singuliers, tant que les 
axes seront inégaux, et lorsqu'un point sera la réunion des deux 
ombilics, devra-t-on pour cela cesser de l'appeler ombilic? U nous 
semble que noQ. 

Nous avons vu , d'ailleurs , en pariant de la sur&ce engendrée 
de deux manières par un cercle constant, qu'aux points à la fois 
ombilics et sommets , il ne passe que deux ligaes de courbure y 
et quîen deçà comme au-delà de ces points , la inéme ligne con- 
serve la même espèce de courbcnrc ; puisque la droite qui joint ces 
points , est un aise par rapport auquel toute la sur&ce est symé- 
trique. Ce n'est pas tout. 

Il existe sur les sur&ces des points où les deux espèces de 
courbures se changent l'une dans l'autre, sans que la direction 
des lignes de l'une et de l'autre' espèce devienne pqur cela iden« 
tique , au contraire , elles restant toujours à angié droit ; et cette 
propriété est généralement celle de tous les points de la ligne des 
courbures égales. 

Pour vérifia cette pr€^[)06ition, plions un fil sur la coorbe d'inter- 
section des deux sur&ces dès centres j fix<Mi8-le par une extré- 
mité , et tendons-le par l'autre qui vienne s'appliquer sur la sur- 
face primitive. Ce fil présentera trois parties bien distinctes ; la 
première, c'est la portion de la courbe d'intersection le long de 
laquelle il est plié j la seconde , unç portion de courbe des . centres 
de plus grande courbure j la troisième, recUEgne, est le rayon de 
plus grande courbure : de sorte qu'en prolongeant ce rayon en 
deçà du centre de plus grande courii)ûre , xi Tient toucher la seconde 
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m»« MÉMOIRE, surface des centres : or , ce second point de contact est le centre dé 

noLoindre courbure ou du plus grand rayon. Cela est évident- 

A présent supposons que je développe ce fil en suivant toujours 
la même ligne de courbure. Jusqu'à ce que j'atteigne la ligne des 
courbures égales , il est évident que les deux surfaces dés centres 
resteront respectivement , la première , celle des plus grandes , et 
la seconde, celle des moindres courbures. Mais en atteignant la 
ligne des courbures égales, si je veux suivre toujours la même 
ligne de courbure , le fil se pliera sur la seconde surface des centres ^ 
et son prolongement seulement viendra toucher la seconde partie 
de la courbe des centres dont ce fil décrit la développante. 

On voit donc que le plus petit rayon de courbure, au lieu d'avoir 
son centre sur la première sur&ce des centres , l'aura désormais 
sur la seconde; et, par conséquent, lorsqu'en suivant toujours la 
même ligne de courbure, je traverserai la ligne des courbures 
égales, je passerai de la plus grande à la moindre courbure, ou 
réciproquement. Or nous savons que dans ce passage les lignés 
des deux .courbures restent à angle droit. Concluons enfin que le 
caractère de changer d'espèce ne suffit pas pour exiger que les 
directions de plus grande et de moindre courbure deviennent iden- 
tiques aux points où les deux courbures sont égales entr'elles. 

Définissons donc généralement les ombilics , des points isolés 
oit les deux courbures de la surface deviennent égales entr'elles. 

Voyons maintenant si , pour les ombilics de l'ellipsoïde , nous 

n'aurons pas encore entre les coefficients di£fêrentiels /?, g ; r^s^t 

la double équation 

i+p* M t+?* 

qui , suivant nous , est le caractère général et constant des points 
où les deux courbures sont égales : a^b^c étant les trois axes , 
réquation de l'ellipsoïde est 

j&'c';ip* -f- aV7* + a*6'j* = a^b^c\ 
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De là nous tirerons m»« AiÉMOiax. 

4orsque jK^=o, c'est le cas des ombilics, 

» • 

I 

Donc, dans le cas des ombilics réels, où Monge trorfv^e yzssOj 
il faudra qu'on ait 

Or quand jK=o> Téqualion de l'ellipsoïde derient 

. ' ■ . . ■. ' • ' 

c*x* + aV = aV, d'où a*z* = c*(a»— x*). 

Donc l'équation précédente, eç diyisant par ç*(a^— ;c*), se réduit à 

a*&* — a* + (a^— c)x* === o , 

• -, • ■ 

C'est précisément la valeur de x qui correspond aux points 
ombilics dç l'exemple cité. La loi générale que nous ayons assi- 
gnée, a donc encore lieu dans ce cas entre p^q^r^ s^t 

» • . « 

Mais que sont devenues les valeurs de ^=&o? Enrain Fera- ' 

iiouissement du radical, s'il a lieu, me donnera - , 

éfy g^— Ay— B 

Se "^ a Ajçy ^ 

puisque cette grandeur est = | , je n'apprendrai rien pour cela. 

Or, j'observe qu'en faisant ^ = o, quel que soit x, le premier 
et le dernier terme de l'équation des lignfeç: de courbure 

84 



d'où on tire , 
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m^ uémoUbsi^ s'éranouissent : il reste donc alors 

^(^•-Ay*~B)=o, 

équation constamment satisËdte en "Ëtisant ^=0. Cette dernière 

équation est celle de la section plane principale faite dans la sur- 
£ice par le plan des ;c y y. Elle est donc une ligne de courbure dans 
toute son étendue , et quoique sa tangente s'offre sous la forme \ au 
point OQûJi)ilio , c'est-à-dire , au point où y^=^ et x*b:B9 elle passe 
toujours par ce point, en vertu de la loi de continuité ^*^ 

Employons donc la méthode générale que nous ayons exposéa 
dans l'article précédent, et diffêrentions l'équation 

^n regardant ^ comme constanit, nous aurons 
et ordonnant par rapport à ^ , il yient 

^0*-Ar(|)'+«|-y-««->. 

. ^ Si Ton demandait -gnelle est pour tons les points de la section principale 
^ = 0| Tautre yaleitr de ce rapport , on terrait^ en divisant par y TécpatioB 

çte ^ devrait être infini. 

C*^ Le gfomitre l>aoli^ Ttuiâes Iioiiimes do Illalieqni tiennent le 'çsmaam 
rang dans les sciences matbématiqnes j en revoyant ces observations qa*il eut 
la complaisance d'examiner avec les Mémoires précédents ^ a bien voulu £ur« 
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Des*à-préseDt j^obs^rv^ q« eetté écfuatioB^ torsqae j^sslo, a pour m^ mémoire^ 
facteur ^ = o. Cest le fecteur réel, c'est la direction unique des 
lignes de courbure. Ensuite^ en Êôsant y=:o, ordonnée des* pointa, 
ombilics , le fisieteur da sec^wd degré tin ^ détient 



•A,(|y+x=a, o« A(^)+i=o. 



Mais A= ^ . — ~ est toujours positif, puisque a>&>c: donc 



le facteur du second degré qui appartient à 1% Hgae des e<H]rbttr«9 
égales est toujours imaginaire. C'est aussi œ que noua avioos 
démontré deyonr être en général 
Observons enfin qu'en fidsant xsso, ^ derieot indétennioié 

dans A^(^y 4-^5=0; or 

donc a=:bi alors l'ellipsoïde est une sur&ce de réyolulion, son 
sommet est sur l'axe c des z, et les onMics 5C=o, j^=o ne sont 
autre chose (]ue les sommets mêmes de l'elBpsQÏde. 

ARTICLE VI. 

Forme des sur/aces aux points où les deux courbures sont 

égales et dirigées en sens opposé. 

Nous allons parler maintenant des points singuliers des surÊices 
où les deux couroures sont égales, mais dirigées en sens opposés. 






oe développement qui donne les trms Talenn de -^ , et me cïommiudqoer see 

■ • 

réQexions dont fd beaucoup profité. Je me fais un deyofr et snrtont un pkbir 
de témoigner au professeur PaoH tonte ma reconnâîwanoe» 



^ 
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u«* MÉMOIRE. Puisque les deux courbures sont opposées, riadicatricé est néces- 
sairement une hyperbole, et comme les deux courbures sont égales , 
les quarrés des axes de l'hyperbole sont égaux , au signe près } 
ainsi rhjrperbole indicatrice est équilatére. 

Or , dans l'hyperbole équilatére , la somme des quarrés des dia- 
mètres conjugués est constamment égale à zéro : donc aussi la 
somme des rayons de sections conjuguées est constanounent nulle , 
c'est-à-dire que les rayons de deux sections conjuguées sont tou- 
jours égaux, mais dirigés en sens opposés : enfin la direction de 
deux diamètres conjugués est toujours symétrique par rapport à 
chaque asymptote. U suit de là que dans le cas où l'indicatrice est 
^ une hyperbole équilatére, non-*seulement la surfitce a ses courbures 

principales et opposées, égales, ainsi que lés courbutes de ses sections 
conjuguées; ntiais les sections dont la courbure est la même, sont 
dirigées symétriquement, par rapport aux deux asymptotes de 
l'indicatrice. Ainsi les deux axes et les deux asymptotes de Tindir 
catrice sont tels, que quatre plans normaux dirigés im à un , sui- 
vant ces lignes, divisent la sur&ce en huit parties égales quatre 
à quatre et symétriques deux à deux. 

Maintenant puisque la somme des rayons des sections conju-t 
guées est (Mém. précéd., art. III.) 

si cette somme . est nulle , on a imm^atement 

Telle est l'équatioa de condition propre aux points dont les deux 
courbures sont égales , mais dirigées en sens contraires. 

Nous venons de dire un mot des asymptotes de l'indicatrice ; 
la direction de ces lignes est extrêmement remarquable. Suivant 
cette direction, la courbure de la sur&ce est nulle, puisque le 
rayon de la section uurmale^ dirigée suivant elle , est infini. 
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Maintenant si nous supposons qu'en se plaçant sur une sur&ce m^ mémoire; 
à courbures opposées , on veuille parcouiîr une Ugne telle qu'en 
chacun de ses points elle ait pour tangente l'asymptote de l'indi- 
catrice appartenante à ce point ; on formera de la sorte deux sys- 
tèmes de lignes courbes, et, dans le cas qui nous occupe, les 
lignes d'un premier système couperont partout, à angle droit, les 
lignes de l'autre système : comme le font entr'elles les lignes des 
deux courbures/ 

Mais les lignes asymptotiques ont dans tous les cas un grand 
avantage sur les b'gues de com^bure ; car ces dernières se rencon* 
trant partout à angle droit , l'angle sous lequel elles se coupent 
ne peut indiquer aucun rapport entre les courbures de la surface. 
U n'en est pas ainsi de l'angle formé par les lignes asymptotiques. Il 
est facile de voir en effet que le rapport des deux rayons de 
courbure est une fonction uniquement dépendante de la grandeur 
de cet angle w. 

Ainsi la seule connaissance des lignes asymptotiques donnera 
immédiatement en chaque point le rapport des deux courbures de 
la surÊice. Cherchons donc l'équation de ces hgnes. 

Reprenons pour cela l'équation (£) de l'indicatrice 

^*y Soient m , ff v/— i les axes de Thyperbole indicatrice ; fai de suite 

C 

- pour la tangente trigonométrique de Tangle formé par Tasjmptote avec Taxe 

réel. De plus^ les deux rayons de courbure P et p doivent être tels que 

. e 

4onc le rapport des rttyotu de courbure est exprimé par le cube de la tangente 
trigonométrique de tangl^ que (asymptote forme avec Taxe réel ; rapport facile* 
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iQo* MÉMOIRE, qui appartient à l'hyperbole dès que rt-— s* est négatif. Si je feis 

la constante C=o, l'équation (i) devient 

r (X — xy-^ 2s (X— x) (r— ^) -H t(r—yy = o : 

c'est le système de deux lignes droites ; c'est la projection sur le 
plan des x , y des asymptotes de l'indicatrice. Si maintenant onr 
veut avoir Péquation différentielle des courbes asymptoliques , 
c'est-à-dire , des courbes qui partout ont pour tangentes de telles 
asymptotes, il suiiira d'écrire dy et dx au lieu de Y^^y et 
X — x^ dans cette dernière équation. Ainsi l'équation des lignes 
asymptotiques est inunédiatement 

rdx^ •+• %sdxdy-\- tdy^zsro , 

équation bien ptiis simple que celle des lignes de courbure. 
Observons en passant que 

rdx^ + 2$dxdy + tdy^ == o 

est la diâSârentielle complette de 

pdx -h g,dy =s: dz : 

donc d^z = o est l'équation des lignes asymptotiques \ et comme 
c'est l'équation du plan taI)g^ït k la dur&ce , nous voyons , pre- 
mièrement, qu'en chaque. point de là sur&ce ^ le plan tangent la 
coupe suivant deux courbes distinctes , dont les tangentes sont 
précisément les asymptotes de l'indicatrice; secondement, que 
ces deux courbes sont chacune osculatrice d'une des lignes 
asymptotiques qui se croisent au même point. 

Appliquons ces généralités . Cherchons l'équation des lignes asymp* 
totiques des surfaces du second degré dont les deux courbures sont 
en sens opposés. Prenons les valeurs que nous avons trouvées 
(art. précédent) pour p, g; r, ^, i : quoiqu'elles appartiennent à 
Tellipsoïde , en changeant le signe de h^ ou de c', elles appartieo* 
dront de suite à l'hyperboloïde byperbofique. 
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Or ) iu>* MÉMOIB& 

On a donc pour équation des lignes asjmptotiques j 
d'où je tire immédiatement 

Or , l'équation de la surface du second degré est ^ par hypothèse , 
donc 

Nous supposerons on seul axe c ima^aire et nous aurons 

Donc^^ïfin 

• «y s — ,% 

!^ — - .1, * *f 
dx' û*— jc^ 

Maintenant j'ohserre que Téquation du plan tangent à la .sur- 
&ce du second degré est 

Mettant l'équation précédente sous la forme 

d'où r=^- ^_£j:.(X-x). 

Substituant cette valeur dans l'équation du plan tangent , pour 
avoir l'autre projection de l'asymptote , j'ai 

.àb 



i9« DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTEaE. 

m«« MÉMOIRE. Or, j'observe que si dans cette équation je fois X=Xy Zz^z 

c'est-à-dire , si je me suppose à la fois sur l'asymptote et sur 
la surface , j'ai 

Donc l'asymptote est tout entière sur la surface , et n'est autre 
chose que la ligne asymptotique. 

Par chaque point d'une surface du second degré , dont les deux 
courbures sont opposées , passent donc toujours deux lignes asymp^ 
totiques rectilignes , tout entières sur la sur&ce 3 et l'angle de ces 
lignes &it inmiédiàtement connaître le rapport des deux courbures 
de la sur&ce. 

Nous reviendrons ailleurs sxxr ce sujet ; nous ferons connaître 
les lignes asymptotiques de quelques genres de surfaces , où elles 
s'offrent d'une manière remarquable : enfin , nous trouverons pour 
les sur&ces dont les deux courbures. sont dans le mçme sens, nn 
système de lignes , comme celui-ci , différent des lignes de cour- 
bure , mais symétriquement placé par rapport à ce dernier j et tel 
que l'angle des lignes de différent système fera toujours connaître, 
de la même manièrç, le rapport des deux courbures de la sur- 
face ^^^ : c'est le systême^ dçs lignes constamment tangentes aux 
diamètres conjugués égaux de l'iihdicatrice. 

Proposons-nous maintenant de trouver la condition pour qiie 
les deux lignes asymptotiques se croisent à angle droit , c'est-à* 



^métm 



c 

^^^ Si l'on nomme « et C les deux axes de Tellipse indicatrice ; - sera la 

' ' * ». ■ 

tangente trigonométrique de Fangle formé par les diamètres conjugués égaux 

fi? ' • ' P 

avec Taxe « ; et -^ sera le rapport -- des rayons de courbure de la surface ; 

a • f 

résultat , comme on yoit , analogue i celui donné par les lignes asymptotiques , 
lorsque Tindicatrice est hyperbolique , et par conséquent les deux courbur^ en 
^ns opposés, _ ■ ■* 
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* 

dire, pour q» tes deux conrbureb de la siir&oe soieBt ég^^ etj 
opposée?» 
A cet e£fet; ÊdsonS; pour la première ligne asymptotique , 

ày ^t dz ' f 
dfi — ^ dx — ^ ^ 
et '■' ^ 

pour la seconde ligne asjmptotîque ; noos aoMmsr -d^aborà 

rdx^+^sdxdy-^tdy^tszo y 

et les deux racines de ^ y tirées de cette équation » donneront 
simultanëment X' et x^. Donc, premièrement A'A" =» -. 

r * * • "-* 

'*•-■■' ■ • ... 

Les lignes asjmptotiques se dirigeant sur, le plan taiigent, o^ a 

■ ■ * * - . . • ' ■ 

. •■ • . ' 

valeur qui, substituée dans Féquàtion dés lîgpes asymptotiques , 

donne, en ordonnant lés termes, 

■ • I • 

or, /*' et fd!'' sont les deux racmes* j^' de cette' équation .• donc 

Mais lès detks: figâes^ a8yrapt<itiçxe& 0e conperoat é?idânment 
à angle droit dès qu'on aura . 

donc enfin, 

Cest précisément l'équation de condition que nous avions tirée de 
la compardison des rayons de courBuré'; Koos àurioBs pu nouA 
disDcnser d'Y narvAnir une seconde R>I8 • mata cràime l'artifice do 
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lu^ MÉMOIRE» calcul qu6 HQus aiTODS employé pour cela, peut être utile » et 

semble as«Q^ ingénieux, nous avons cru deyoir Toffirir icL 

* ■ i 

* ■ • « « 

ARTICLE VIL 

Des surfaces dont la courbure jouit d'un caractère constant 

dans" chacun de leurs points. 

Nonef Tenons, d'examiner successivement à quelles condifions 
peuvent être attachées les formes diverses dont sont susceptibles 
les sur&ces, dans leurs points pris isolément Mais on peut aussi 
vouloir considérer des sur&ces qui présentent dans toute leur 
étendue chacun des caractères que nous avons reconnus pouvoir 
appartenir à q;i)e,lques-ims de lei»rs points. On va voir que par la 
simple différence du point de vue sous lequel on envisagera ^'les 
équations.de condition que nous ont donné, pom* des points isolés,, 
ces différents caractères, les mêmes équations seront, ou seule- 
ment celles de quelques points particuliers et remarquables des 
sur&ces, ou les équations générales (aux différentielles partielles) 
des fàmiftes ile siûrfaces dont tous les points jouissent du caractère 
individuel qu'exprimait primitivement cc.tte écpiation^ ^ . 

PREMIÉH]^ CLASSE. 

Surfaces- à courîairei dirigées dans le même sens. 

Nous avons vu que les deux courbures d'ime surface quelconque 
sont, en un de ses points, dirigées* dans le même ftns ou en sens 
opposés, suivant que pour ce point rt — s^ est positif ou négatiL 
En faisant donc 



t 1 



si par les valeurs dont Xy j^ %. sont susceptibles en vertu de 
l'équation générale de la eurfiiue, H ne peut jamais changer de 
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signe , la surface aura dans tous ses pointe le mémo genre dq 
courbure- Ces deux courbures seront partout dirigées dans le 
même sens , si le signe constant de F est positif, tandis qu'elles 
seront partout dirigées en sens opposés , si le signe constant de P 
est négatif. Les surfaces du second degré jouissent toutes de ce 
caractère j pour une même surface de ce genre, F ou rt — s^ est 
toujours positif ou toujours négatif; c'est ce qu'on pourrait démontref 
inmiédiatenaenl par la single tna)iformatio& des coordonfiées / ôd 
mieux encOTO par lïuspectioa de Pibdfcatricé^ ( Voyest f (tft. IX de 
ce Mémoire). Voilà pourquoi les siufaees du second degré présentent 
dans tous leurs points leurs d^io: courbures dirigées à ta fois dans lo 
même sens comme pour reUipsoïde,le pdpaboloïdeetlliyperboloïdd 
elliptiques ; ou constanaLmenteasens conftraii^ésvcommepoûrle pâOia-' 
boloïde et l'byperboloïde hyperboliques. Enfin ^ le caractère géomé- 
trique des sur&ces pour ksqueHâ» F a toofôtuvf le cbênîe' signe , 
c'est que pour tous leiffs poiBts , IMndicatrice est c^ms^tamment ubei 

■ 

ellipse ou constamment une hyperbole. 

Mais si F est suscëpt3>Ië~ de changer de «^e , alors dans une 
partie des points delà sur&ce, les courbures soBtdàns le nièmesensy 
et pour tous les autres points-, elles sont en sens contraires; dans 

ce cas, la sur&ce F(x, y , z) e=s o, ou c€i\é^ — î r= o tra- 

ceront sur la priniitive une courbe qui sera, sur .çellenci la ligne 
de démarcation des points à courbures dans le même sens, d'avçc 
ceux à courbures en sens opposés. Remarquons que dans toute 
rétendue de cette ligne , i*. F ou r/ — s^ étant nul , la surface con- 
fondra sa forme avec celle des 'sûrEàcès déve^loppables 3 c'est-i^- 

dire, que la suite des tangentes Conjuguées aiix tangentes de cette 

. - . ' " . ■ ■ ■■ 

courbe, formera une sur&ce déreloppablé. Oflfrons un exemple 
de ce genre de surfaces. Supposons qu'une -^hère constante de 
rayon se meuve de manière que son centre décrire une cou]:be 
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inae MÉMOIRE, plane, l'enveloppe de Tespace parcouru par cette sphère sera 

telle , qu'une partie de la surface aura ses deux courbures dans le 
même sens, l'autre ses deux courbures en sens contraires 3 et si 
l'on conçoit qu'un diamètre toujours perpendiculaire âu plan lieu 
des centres , suive dans son mouvement la sphère génératrice , 
il tracera sur l'enveloppe la ligne de démarcation pour laquelle 
Tt — ^' est cojistamment égal à zéro; cela posé , tous les points 
de la sùrËice , placés du côté de la convexité de cette ligne , ont 
leurs courbures dirigées dans le niême sens , et les autres en sens 
contraires. Enfin ^ toutes lès tangentes coiijuguées à cette ligne sont 
évidenunent placées dans un plan unique, celui de la ligne de dé- 
ntarcation , partout tangent à l'enyeloppe. Ces tangentes conjuguées 
fimnent donc une sur&ce dé veloppable. 

%"". Dans le cas oVi rt-^ s% au lîeù de; devenir nul , devient infini, 
la ligne de démarcation confond la formé de la surface avec celle 
d'une courbe , et la courbure de là sur&ce est infinie. Dans toute la 
limite marquée par 



Oj 



die. serait, oscolée par la ligne de démarcation , et cette Ugnc 
appartiendrait tout entière à la rariace dès centres ^e courbure : 
elle serait donc généralement, pour cette sur&ce, une vcritablc 
arête de rebrousâeAënt ou. une Ijgne d'inflexion. 

I _ i ■ 

Si ilon-seulemëht les deux courbures de la surface devaient par- 
tout être dirigées dans le miôme.sens, mais qu'ep chaque point les 
deux rayons de courbure dussent être égaux j cette seconde con- 
dition pourrait être exprimée ou par une équation unique 

ou par le système de deux équation? 
Or, chacune des équations f=:o , /= o étant à elle seule propre 
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à caractériser toute une feniille de surfeces , leur système , ou ne ma* mèmoihe. 
représente plus que la suite des intersections des surfaces des deux 
familles qui leur appartiennent , ou seulement le genre particulier 
de surfaces pour lesquelles les fonctions arbitraires des intégrales 
seraient choisies de manière à satisSiire à ces deux équations 
différentielles partielles. 

Dans ce dernier cas on trouverait que les sphères sont la seule 
espèce de surfaces susceptibles de satisfaire à la fois, et généralement, 
à ces deux équations. 

Mais si Ton veut seulement tracer sur une sur&ce donnée la 
ligne où les deux courbures sont égales , on fera coexister Téqua- 
lion F=o avec l'équation prinaitive , ou , ce qui revient au même , 
réquation primitive avec les deux équations f = o et /== o. Alors 
on trouvera , ou une ligne continue , c'est celle des courbures égales; 
ou des points isolés , ce seront autant d'ombilics de la surface. 

Toujours dans l'hypothèse où les deux courbures sont dans le 
même sens , si l'on voulait que les deux courbures fussent entre 
elles dans un rapport quelconque , ou que l'un des rayons JTiit cons- 
tant , etc. ^ ou que les directions des deux lignes de courbure eussent 
une relation toujours la même ; au moyen des équations que nous 
avons données et qui font connaître ces éléments et leurs rapports, 
après avoir trouvé la condition pour mi point seulement , en l'éten- 
dant à toi^ les points de la surface, on fonnera d'abord autant de 
familles distinctes et toutes revêtues du caractère particulier que 
l'on considère. Ensuite , sur les sur&ces d'une autre génération , 
on reconnaîtra les lignes continues , ou les points isolés qui satis- 
font à ces conditions étrangères , en combinant Téquation qui pré- 
sente chacune de ces conditions, avec celle du genre dont on s'occupe. 

Et comme cette marche est générale, quel que soit le sens des deux 
courbutes , nous ne la suivrons pas de nouveau dans ce qui nous 
reste à dire ;mais nous en ferons voir l'esprit par quelques applications , 
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SECONDE CLASSE. 

Surfaces à courbures en sens opposés. 
Nous avons vu déjà que le caractère de cette classe est d'avoir 

constamment négatif, il faudra donc qu'en combinant soit F=:0| 
soit ^ = o, avec Téquation de la surface même , on ne trouve que des 

résultats imaginaires : telle est la condition générale qui appartient 
aussi à la classe qui nous occupe maintenant. 

Si de plus on voulait que les rayons fîissent égaux cntr^eux en 
châf^ue point ; puisque la condition de cette égalité pour un point 
unique est donnée par l'équation 

(i+2*)r — 3p5r5+(i+p*)«=o, 
faisant 

(1 +ç*) r — 2pqs+ (i + ç») f = Xdd.f{x,y, z)=o, 

y*= o serait l'équation générale de cette &mille de surËices. Jusqu'à 
présent on n'a pas pu obtenir cette équation intégrale , et l'on ne 
sait encore former les si^r&ces qu'eSereprésente, que parapproxi* 
mation 3 en la composant successivement de zones infiniment pe^ 
tites , revêtues chacune du caractère d'avoir leurs courbures 
opposées et égales. J'observe en passant que. la vis rectangulaire 
est une de ces surfaces. 

Si maintenant, sur une surËice quelconque^ nous voulions re* 
connaître la série des points où les deux cousbur^s opposées sont 
égales , substituant dans 

pour Pj Çj r^Sjt leurs valeurs en Xyjfj Xy tirées de l'équatioa 
de la sur&ce que l'on coziûdèrc^ cette équation particulariserait 



THÉORIE. SECTION 1. 199 

la courbe que Ton considère et la ferait connaître. Nous observe- iiia* i^iémoire. 

rons 9 au reste y qu'en général cette ligne des courbures égales , 

comme celle des surfaces de la classe précédente , divise les lignes 

de courbure en deux parties , de manière que pour chaque ligne , 

une partie appartient à la direction de la plus grande courbure , 

Tautre à la direction de la moindre courbure. 

TROISIÈME CLASSE. 

Surfaces à simple courbure. 

Les surfaces des deux classes précédentes présentent deux 
courbures bien distinctes à partir de chacun de leurs points. Mais 
si Ton voulait qu'une de ces. courbures fut nulle ou fût infinie dans' 
tous les points , à la rigueur la sur&ce n'aurait plus qu'une seule cour- 
bure. Supposons d'abord qu'une des deux courbures doive être 

w 

constamment nulle ; toutes les lignes de cette courbure devront 
partout être osculées par leurs tangentes ; il &ut donc que chacune 
se confonde avec sa tangente , et soit par conséquent rectiligne. 
Mais deux tangentes consécutives , parties ^es points d'une ligno 
de seconde courbure , doivent , conune nous savons , se rencon- 
trer. Donc , enfin , toutes les lignes de la courbure nulle forment 
une surface dévcloppable : c^t précisément la classe de surfaces 
que nous considérons. Maintenant , j'observe que pour que la cour- 
bure soit nulle , il faudra que ' ^ ' 

rt -^ s* =: Xdd .V (5C, jK» 2) = 

soit l'équation difierentielle seconde de la sur&ce F= o. C'est en 
efifet l'équation des surfaces développables. Il est inutile d'ajouter 
conun^t on trouverait sur une surfiice quelconque , la série des 
points où aa forme devient développable ; nous l'avons dit en parlant 
de ia première classe des surfaces. 
Si les deux courbures devaient être nulles à la fois , non-seule- 
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m«* MÉMOIRE, ment rt — s^ devrait être égal à zéro , mais les deux courbures 

étant égales alors, et pouvant être arbitrairement considérées 
comme dirigées en sens opposés , ou dans le même sens , il faudrait 
qu'on eût aussi 



i+f! == 22 5=: 1±J2! 

r s t 



* 



et ( 1+jP') r — a/^ç^y + Ci+ç*) i=o. 

Or, la coexistence des deux premières et de rt— '^•= o, condui- 
rait à ce résultat imaginaire , 

1 + /^* + 3* = ^ î 
il faut donc alors que r^ Sy t soient nuls, pour que rt'^s^ 
s'évanouisse de lui-même, alors les quantités 

1 +p* o . 1 + <y* ^ o 
pq """ o ' pq ""^ o 

laisseront p ctq susceptibles de toutes les valeurs possibles. Donc 
dans les sur&ces dont la courbure est partout nulle , il faut qu'on ait 

r=o, 5s=:o, f=o, 

équations qui donnent,%ux difierentielles partielles du premier ordre, 

jp=:a, ç = 6, et pour intégrale complette 2^=ax+iy-f-c} 

a , £ , c étant des constantes ârbitrafires. C'est l'équation du plan ^ 
ce que nous savions devoir être , à priori. 

Si l'on veut obtenir \§& points d'une sur&ce quelconque où les 
deux courbures sont nulles à la fois , on fera ^ 

Et si ces trois équations, peuvent donner des valeurs de ^ , ^ , z 
qui satis&ssent à l'équation de la surface primitive, les points cor- 
respondants à ces coordonnées seront ceux où les deux courbures 
seront nulles, et à partir desquels la sur&ce sera osculée p^r un 
plan dans toutes les directions possibles. 
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Sapposons maintenant qu'une des courbures doive être cons- ^^^ mémoire. 
tamment infime y et par conséquent son rayon toujours nul j la 
grandeur graphique qui pourra satisËdre à cette condition, ne 
sera plus une sur&ce , mais une ligne. En effet , il fendrait qu'en 

général Pp = ; y produit des rayons de courbure , fût nul 

pour tous les points de la sur&ce. L'équation ^^J^^ = o^^ devrait 

avoir lieu constamment j donc il faudrait qu'une fonction dex^j^^z 
fut infinie pour toutes les valeurs possibles de x^jy z, ce qui 
est absurde; car il fiiudAit supposer qu'un facteur étranger à 
X 9^ j ^ 6^ infini , entrât dans cette équation , et par conséquent 
dans r, 5 ou f.'Or, c'est ce qui ne se peut que par Févanouisse- 
ment de quelques radicaux, et dans des cas particuliers. Donc 

il faudra regarder simplement l'équation J^ = o comme celle 

d'une couri)e qui , sur les surfaces , trace la ligne des courbures 
infinies : résultat où nous étions déjà parvenus en parlant de la 
première classe des sur&ces. 

Si les deux rayons de courbure devaient être nuls à la fois , 
on aurait de plus 

P + p = o, ou (^ + ?')r--ap>y.4.(i+p«)f^^^^ 

les valeurs de x^y ^z appartenant à la grandeur graphique cher- 
chée devraient donc à la fois satisfidre aux trois équations 

F(^>J^>«) = o, P + p = o, Pp=oj 

Donc elles ne pourraient appartenir qu'à des points isolés sur des 
surfaces quelconques. D'un autre côté, le point est la seule 
grandein: graphique qui , considérée dans sa généralité , ne présente 
qu'une courbure nulle dans tous les sens; c'est une expression 
de la nullité de ses dimensions. 



^*y Nous ne parlons pas du cai.où «=: |/i 4*P*4'9'=3c o; il est impMsible. 

?6 
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III*>« MÉMOIRE. 

ARTICLE VIIL 

application des principes précédents à la recherche des rayons 

de courbure des surfaces du second degré. 

m 

Ayant de terminer ce que nous avons à dire sur la courbure 
des surfaces , considérée à partir d'un point unique , nous allons 
présenter la valeur générale du rayon de courbure des surÊiçe» 
du second degré , ce qui nous donneiifi le moyen de faire con-^ 
naître quelques propriétés de la courbure des sur&ces de ce genre. 
On pourra d'ailleurs regarder cet. article comme le complément 
des recherches de Monge sur la courbure de Tellipsoïde ; puisque 
ce géomètre n'a considéré que les lignes de courbure , et ne s'est 
pas occupé des rayons de la sur&ce. 

Lorsqu'on examine l'équation générale aux rayons de courbure 
des sur&ces 

équation qui résolue par rapport à R , donne 



On conçoit que quand /? , ^r , r, ^ et f ne sont pas des fonctions 
^^Xy y ^z extrêmement simples, cette valeur doit devenir d'une 
complication effrayante. 

Cependant , quelquefois y par des transformations heureuses ^ on 
peut obtenir, pour les rayons de courbure, des expressions d'uqe 
élégance inattendue. . C'est ce dont les sur&ces du second degré 
vont jaous offirir un exemple remarquable» 
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£n prenant pour origlno des coordoonées le centre de la sur- 
face y elle a pour équation 

Mettons cPabord cette équatîon sous la forme suirante. 






et représentons a% è% c* par « , f , >. 

Si par deux dideren liât ions partielles successiTes , nous chercfaong 
les coefficients du premier et du second ordre de cette équation , 
ils seront , 

Pour le premier ordre , 

■ - ■ . .. i 

dx ^ z »l 1 ' z* «t* 

d'où < />?= ^-^ 
ce qui donne encore 

> ■ 

Passant ensuite au second ordre ^ 



= , = _ 'i-.,^ \.d'où rt-^s=^.^w 



c7xdy 



p = ^ = -5rr3(«~*') 



(^) En effets ei dans r/— j^, nom SMttoai pour r, ^« rkura valeurs que nouff> 
venons de trouver^ nous aurons 

^Or j il est évident qôs 
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iii>M MÉMOIRE. Si nous combinons ces valeurs ayec les précédentes / il viendra 

J'observe maintenant qu'en prenant dans les seconds membres tout 
ce qui multiplie + 21 ^ j'ai 

Enfin au moyen de Téquation ^ ^ \, cette valeur se réduit a 

■ 

quantité qui, multipliée par '^ ^ se réduit elle-même, à > — z*- 
Ainsi 

mais d'ailleurs ' r 

donc aussi , 



I en Tcrtu de l'équation T^ ) | : donc enfin > 



arp aï.i? • y i?7? * 
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•^^c^+ë+^y- 



Donc , enfin , la valeur des rayons de courbure des sur&ces du 
second degré, est donnée en fonction des trois axes et des trois 
coordonnées d'un point quelconque par cette équation : 



R-V/f^^T^x 



ou bieii) en remettant pour «, C , >' leurs yaleurs a; ^, c^. 



Euler , dans son Mémoire où le premier il a fait connaître les 
propriétés principales de la courbure des sur&ces, a donné la 
yaleur du rajon des sections normales de l'ellipsoïde. Il prend 
pour équation de cette sur&ce , 

TOX* -f- Tiy* -4- z' = a*, 
et il obtient une yaleur qui, développée, a pour numérateur 

et pour dénominateur ^ . 

a*{m?x* 4- n^y*) cos ^•— mn (m — ny xy*cos ^ 

— 2mn{m — n) xyz \/a'— ot(i — m)x^^^n{i—n)ysmçcos ^ 
+ mn [a»— 7w(i— m)x* — n(i — 7z)y'](77ix* + n^*) s\np\ 

Il &udrait donc difl^entiér cette valeur par rapport à ç , égaler 
à zéro cette difierentielle , et chasser ç au moyen de cette nou- 
velle équation; la double valeur do K.qu!aa obtiendrait alors , serait 
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jiiwf MÉMQiBB. celle des deux rayons de courbure de la surface 5 mais cela jette^ 

rait dans un calcul immense. 

^ On pourrait paryenir au même résultat par une voie peut-être 
plué simple et plus rapide , en Élisant usage des propriétés dont 
jouissent les rayons de courbure des sur&ccs du second degré. 

Rappelons-nous le moyen de décrire ces surfaces , que nous 
avons rapporté page 52 , et conceyonà qu'on point x^y ^z étant 
pris sur la surface , on mène , i"". les deux axes jyylV' dç la. sec- 
tion diamétrale parallèle au plan tangent en x,/, z; a^ ces deux 
axes ^tant regardés conune deux premières directrices , supposons 
qu'on détermine la troisième directrice A qui , avec elles , forme 
un système de directrices propre à la description de la surface. 

Nous ayons démontré ^ page 33 , que les deux rayons de cour- 
bure ail point x^y ^ z, ont respectivement pour expression 






De plus, dans le Mémoire où nous ayons fait connaître ce 

mode de description , nous ayons démontré que le produit des 

trois.directrices d'un même système est constant pour la même 

surface, et égal au produit des trois axes. Nous aurons donc 

d'abord 

A*D'*D"» = (t€y = û>». 

Ensuite le diamètre D , mené de l'origine au point x^y^z étant , 
par notre construction même , conjugué aux axes D', V>' de la 
section diamétrale , sous ayons Mt voir aussi que la somme des 
quarrés de ces tTcû^ diamètres est ^ate à la somme des quarres 

c^es trois axesj donc 

■ ' ' ' ■ ■ . ■ , . * 

• - I ■ 

D»4- D'« + D"» = « H- Ç + > «= a*^ 
^fMc coDsécpient, . 
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Donc aussi , par la théorie des équations du second degré , . mM mémouol 

Telle sera donc la valeur des deux rayons de courbure en divisant 

• • • * ( • • 

tout par À. 
Or , D étant la dSsiancc du point x y y^zk Torigine , 

de plus, 

Enfin^ A étant la distance de Torigine au plan tangent de la sur- 
&ce en ;c,^^z,et l'équation de ce plan étant 

D'après les formules connues (Monge, Géom* Analyt^ pag. ii), 

± — ^ u^yl j- !^- 

Substituant ces valeurs dans Féquatidn qujs nous-yeti^ns d'pb]tçnii> 
il fient . ■ • • . 



Cest précisément l'équation que nous avons obtenue déjà. Mais 
Cette dernière méthode réunit a Pavantagê d'une très-grande sim- 
plicité, celui Sg nous apprendre ce que signifient toutes les 
grandeurs graphiques représentées par celte équation. Or, quand 
on veut bien connaître la science de l'étendue , il faut pouvoir 

exprimer, il faut exprimer toujours, et par l'analyse, ce qu'on a 

' ' • " 

conçu par là géométrie; et par là géoitaétrie, les résultats, les 
transformatîbiig flftémts^ FcuMl^va.. 
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JII>« MÉMOIRE. 

ARTICLE IX. 
Propriétés générales delà courbure des surfaces du second degré. 

Ayant de déduire des valeurs trouvées dans l'article précédent y 
les propriétés des sur&ces du second degré qui doivent Ëiire le 
sujet de cet article , nous commencerons par observer que 
réquation 



? +^" + "r 



1 
y 



étant susceptible d^appartenir , sans exception , à toutes les classes 
de sur&ces du second degré , toutes les valeurs y tous les résultats 
conclus généralement de cette équation, appartiennent également 
à toutes les classes de cette Ëunille de sur&ces , mém^e aux para* 
boloïdes qui pourtant n'ont pas de centre. (Voyez la notel.) 

Actuellement, voyons quelle est réquation de Findicatrice^ dont 
la forme générale est 

(i). . . . r(X— x)*+a^(X— X) (Y— j^) + *( Y— j^)*«C. 

Si nous substituons pour r, Sy tles trois valeurs que nous avons 

trouvées , en supprimant d'ailleurs le facteur constant — j^^— 3 

commun à ces trois coefficients \ nous aurons simplement pour 
l'indicatrice des sur&ces du second degré (puisque a=a%^=:6^), 



Si je cherchais les axes de cette courbe , donnés par l'équation 
différentielle de l'indicatrice , et par cette équation de condition 

(X— 5c)£/X+(Y— j^)cfY+(Z — z)(/Z = o, 

je trouverais immédiatement , en chassant dZ , une équation en 

dY 

^ (voyez l'article II de ce Mémoire), qui serait celle des U^e9 
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de courbure tdle que l'a donnée Mongé : il est donc inutile de ni«t mémoire. 
le faire. 

En considérant l'équation ^^V j'observe qu'elle ne contient ni z, 

ni le troisième axe c; de la je conclus ce premier théorème :. 

Toutes^ les sur/aces du second degré qui ont deux axes a 
et h des x> y identiques, sont telles qu'en projetant les indi-i 
catrices de leur courbure sur le plan des axes identiques , ces 
projections sont pareillement identiques^ quel que soit pour 
chaque surface le troisième axe c. 

Dans la note II , nous verrons cette même propriété prendre une 
extension plus grande encore pour tous les paraboloïdes. 

Maintenant, nous allons recourir à l'équation de l'indicatrice pour 
classer les surfaces du second degré , et par son mp yen , on va voir 
que nous allons atteindre ce but de la manière la plus simple* 

Nous supposerons constanmient a* > b^ > c*. Cela posé, si nous 
considérons la vakur donnée dans l'article précédent , pour la 
quantité dont dépend la nature de l'indicatrice 

Nous verrons que ^=jï étant nécessairement positif pour tous 
les points de la surface, et le second Êicteur ^ = ^^p;^ ne conte- 
nant ni X , ni ^ , ni z , il conservera le même signe aussi pour tous 
les points de la même surface. D'où résulte ce second tiiéoréme : 

Dans tous les points d^une même sur/ace du second degré, 
l'indicatrice est elliptique , ou elle est constamment hyper^ 
boUque. 

Entrofis dans l'examen de ces deux cas principaux. 

Le facteur g; étant y comme nou» yoooo» do k dire , nécessai-^ 

«7 
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iu«« MÉaioiRE. remeût positif, le produit rt — s* sera lui-même positif ou négatif^ 

suivant que l'autre fecteur ^ le sera pareillement; or, jjg- est 

m 

positif OÙ négatif, lorsqu'un nombre pair ou impair des &cteurs 
a , € , 7 est négatif. 

Donc , premièrcmeilt , l^ indicatrice est constamfnétït elliptique y 
et les deux courbures sont dirigées dans le même seils pour tous 
les points de la sur&ce du second degré où et , ^ , j^ , c'est-à-dire 
&•, i*, c* sont posîtife , c^est le cas de rellipioïde ; et pour tous 
les points de la surface où deux dés trois demi-àxes a^h ^ c ont 
leur quairré négatif; c'est Vhypefboloïde elliptique du à deux 
nappes. 

Secondement , V indicatrice est constamment hyperbolique j 

m 

et tes deux cotif bbr'es sont dirigées en sens opposés dans tous les 
points de chaque sur&ce du second degré dont un seul demi-axe a , 
ou i^, ou c a son quarré négatif; c'est rhyperboloïdeà une nappe, oxxy 
^ l^omme on est convenu de l'appeler, rhyperholoùie' hyperbolique. 

Et d'après ce que nous avons dit au commencement de cet 
article, les mêmes pfopriétés aj^parti^inent-égfilement aux /?ara- 
holoïdes soit elliptiques, soit hj]perboliques ; c'est-à-dire , que leur 
indicatrice est aussi constadament , suiva&t ces deux cas, tme 
ellipse ou une hyperbole. 

• ■ 

sActueUément, revenons ;sor la ibramle ^ar<la<|u6!lle -nous avons 
obtenu la valeur des payons de coturbure des sul^ces du sebbtid 
degré. Au moyen de la seconde méâiode qui noosy a conduits , 
nous avons vu ce que signifie chacune des grandeurs dont est 
composée cette formule ; nous allons lire ce que signifient les cotti*- 
binaisons qu'elles présentent, et cette simple -interprétation nous 
fera connaître plusieurs théorèmes nouveaux. 
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Pans la valeiiF g^oénde mw siÉMOiBi. 



«=v/: 



'îF~~^r~^ 



+-^ + 5-X 



«♦ r^ 4* ^ c* 

nous avons vu que la quantité . 

est égale au produit R'R' des deux rayons R', R'' correspondants 
au double signe db du radical. D'ailleurs A étant la distance du centre 
au plan tangent en x,^, z, on a 

^ I y* I ** * 

Donc aussi ,' dans tous les eus , on doit avoir 



A4 

Mais nous avons fait voir dans le Mémoire déjà dté , sur Ui 
descnpdâoa àba Ëgoea cft des aurfiices dji «cAOtod degré ( Jqupbwix 

^e l'Ecole Poly technîquo » tome VU, cahiev XIV, notc^Y^ page 76)^ 

que le Volume de touLellipsoïde est équivalent à celui.dHme ^hèra 

dont le ctiamètre.a pour cube le produit des trois axes de relUfH 

soïde. La grandeur abc^ et par conséquent aussi la grandeur 

A*t/(R'R") est doncdanaun rapport constant avec le volume de^ 

la sur&ce du second degro, lorsqu'elle est un .ellipsoïde. Mais en» 

général, soit que la sur&ce du second degré ait un ou deux de 

ses axes imaginaires , au Heu. de ks. avoir tous, réela ^ il &ut le» 

supposer réels pour avoir le volume du parallélépipède ayant, les 

axes pour arêtes, et de TellipsoYde inscrit régulièrement dapa. oe< 

parallélépipède. Alors on a indiQeren])nient. 

. . ^.abc et f:.AV(R'Il'0 
pour expression du volume de cet ellipsoïde* 
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xumt idÉMonos. Nous sommes donc conduits à ce résultat singulier , qu'il suffit 

de connaître le produit des deux rayons de courbure d'un ellip- 
soïde, et la distance de l'origine au plan tangent, pour connaître 
le volume du corps terminé par cette sur&ce qui cependant , elle- 
même , est loin d'être déterminée par un si petit nombre d'éléments. ^ 

Revenons au cas général. Les deux rayons de courbure , ainsi 
que nous venons de le voir , ont pour moyenne proportionnelle 
le produit des trois demi-axes , divisé par le quarré de la 
distance du centre au point où Von considère la courbure de 
la surface du second degré. 

Si donc on compare entr'elles toutes les surfaces du second 
degré , telles que le volume du parallélépipède construit avec leurs 
axes coname arêtes , soit constant , on verra que pour tous les 
points de ces sur&ces , où le plan tangent est équidistant du centre , 
le produit des deux l'ayons de courbure est nécessairement une 
quantité constante. 

Par conséquent encore , en concevant qu'une sphère ayant un 
rayon quelconque , soit concentrique à la sur&ce du second degré , 
les plans tangents en même temps à la sphère et à la sur&cë, touche- 
ront celle-ci en autant de points pour lesquels le produit ^des deux 
rayons de courbure est une quantité constante et qui ne dépendra 
que du rayon de la sphère, et du volume de la surface ou de celui 
du parallélépipède formé sur ses axés comme arêtes» 

En considérant deiix sur&ces du second degré concentriques ^ 
maïs d'ailleurs d'une forme quelconque et n'ayant rien de commua 
pour l'une et pour l'autre , un plan tangent à la fois à ces deux sur- 
ftces , les touche en deux points tels que pour chacun le produit 
des deux rayons de courbure qui lui corre^ondent en particulier ^ est 
proportionnel au volume de la sur&ce sur laquelle est ce point j 
ou du moins proportîonnei au vdume du parallélépipède formé par 
les axes de chaque surface. 
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De ces principes résulte encore une autre conséquence : Une M"* mémoire 
sur&ce non plus seulement du second degré, mais de la forme la 
plus générale , étant donnée , si l'on veut trouver une sur&ce du 
second degré qui Foscule en un point déterminé , et qui de plus ait 
son centre en un point pareillement déterminé ; on connaîtra les 
deux rayons R^ R'' qui correspondent à ce point, la distance A 
du centre au plan tangent : on aura donc immédiatement le volume 
de la sur&ce osculatrice, ou du moins celui du parallélépipède 
formé par les axes de cette osculatrice. 

Par conséquent , si le centre de la sur&ce osculatrice , varie 
et marche sur un plan parallèle au plan tangent , toutes les sur- 
Êices du second degré qu'on va former ainsi, seront égales en 
volume. 

- Et si le centre de la sur&ce du second degré s'éloigne ou s'ap- 
proche du plan tangent, le volume du corps terminé par cette 
surface crottra ou décroîtra proportionnellement au quarré de la 
distance du centre au plan tangent. 

Remarquons encore en passant, que dans ce dernier cas la 
sur&ce de la section diamétrale &ite dans l'osculatrice du second 
degré parallèlement au plan tangent que l'on considère; cette super- 
ficie, dis- je, est directement proportionnelle à la distance de cette 

• ■ 

section et du plan tangent. 

jb me suis étendu , à dessein , sur ces propriétés , parce qu'il ne 
parait pas qu'on en ait encore présenté qui eussent avec elles 
aucune analogie , et .qu'elles peuvent d'ailleurs devenir d'une ap- 
plication utile, but que nous ne voulons jamais perdre de vue. 

On conçoit , en efièt , que les petits segments' des sur&ces pou- 
vant être remplacés par ceux de leurs osculatrices , et les segments 
des sur&ces du second degré pouvant être &ciiement déterminés ; 
ces diverses propriétés trouveront leur application dans beaucoup 
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in*i« MÉMOIRE, de travausr. des lagénieurs , où^ il &u|: condidérer les yolumea' des 

corps termmés par des sur&ces courJ>es. 

ConsidéroDs i»ûmtei]ia|it la pajrtiç d^ la vajfduc des rayon» de 
courbure , qui; 9e trouve hors du radical; elle donne 

Dans cette équation , rappelons-nous que 

// X» j^ ^». j^ a» \ 1 

• 

A étant toujours la distance du centçe au pi^n tangent , Œ la 
diagonale du parallélépipède des axes , et D la distance du centre 
au point de la surface auquel les deux rayons R', R'' appartiennent. 

Nous ayons donc aussi 9 comme nous Payons déjà yu, 

■ 

Cette équation nous apprend que la somme des deux rayons de 
courbure est égale à la différence des quarrés des diagonales de 
deux parallélépipèdes ayant respectivement les demi-axes a^by 6 
ou les coordoîinées x^ y^ z pour arêtes , cette différence diyiséef 
par la distance du centre au plan tangent en jc , / , z. 

En combinant ce principe avec celui qui feit connaître le pro- 
duit des rayons de courbure , on verra que pour obtenir immé||pr- 
ttment ces rayons , il suffira de ccmnaitre avec les axes , les dîs-i 
tances D et Â du centre au point donné et au plan tangent à la- 
surface en ce point ; car on aura de suite 

Il noua semble difficile de réduire la question à de moindres, 
termes. 
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Im dernière de ees forawiles nous '&it voir que si xm "conp'e une 
sur&ce du second degré par une sphère f[m lui soit concentrique; 
pour tous tes points d'intersection , la sowttie des rayons de cotir- 
bure doit être réciproquement proportionnelle à la distance du 
centre au plan tangent. 

Au contraire , si A au lieu de D , devait iftre constant ,' alors , 
ainsi que nous l'ayons dit plus haut, R'R'^ serait constant , et l'on 
trouverait les points de la sur&ce du second degré qui donnent 
tous pour R'R'^ une même valeur, en faisant mouvoir un plan 
tangentiellement à la surface et à la sphère du rayon A , qui lui 
est concentrique ; pour tous ces points , la somme des rayons de 
courbure est proportionnelle à la difierence des quarrés des diago- 
nales des deux parallélépipèdes ayant respectivement pour arêtes 
les axes a , & , c , oti les coordonnées x\ >' > 2. 

Tirons enfin une dernière conséquence de l'inspection, de. l'é- 
quation 

xi -t- JCi. '^s — — , — - 

m ' 

Etant donnés les deux rayons de coutbtttre pômr tm point 
dhine' surface quelconque, et dé plus te ceiitre de la surface oscu- 
latrice du second degré , si ce centre tourne ailtour de la normale 
passant par le point donné , comme autour d'un axe de rotation ; 
à chaque position dififêrente du centre, les trois axes de la snr&ce 
osculatrice prendront ime valeur partit^tilière ; mais dans toutes 
les variations dont ils seront susceptibles , la somme des quarrés 
âe a, &, c ne variera pas. 

Et si pendant ce mouvement on &it tourner la surface osculée 
autour- de la même normale, mais d'une manière indépendante; 
alors à chaque position du centre de la surfece osculatrice cherchée, 
torrespondfont une infinité de Ces osculatricès du second degré , 
et toutes ces séries de surfaces auront poiir caractère commun , 
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nia* MÉMOIRE, que la somme des quarrés des axes , prise daps chaque sur&ce , 

ne cessera pas d'être la même ^*\ 

Enfin , d'après ce que nous avons dît plus haut , on yoit aussi 
que toutes ces sur&ces osculatriccs jouissent de cette autre pro- 
priété , que le produit de leurs trois axes est une grandeur cons- 
tante. Il serait Ëistidieux de pousser plus loin ces considérations. 

ARTICLE X. 
Nouvelle méthode des tangentes. 

m 

Pour donner plus de rapidité à l'analyse de la courbure des 
surfaces , nous nous sommes servi de considérations infinitésimales, 
et des valeurs dififêrentielles qui leur appartiennent. Nous aurions 
pu prendre un moyen plus direct et qui eût rendu entièrement 
élémentaire la théorie des contacts du premier et du second 
ordre. Car la géométrie peut nous offrir im moyen d'obtenir 
immédiatement, et sans considérations infinitésimales, les équations 
des. plans tangents, et par suite , celle des sur&ces enveloppes, des 
surfaces mutuellement osculatriccs, etc. 

Si l'on réfléchit sur les diverses méthodes qu'on a successive-; 
ment employées dans la recherche des tad gentes , on verra qu'elles 
ont dû reposer sur de telles cotisidérations. Comme on n'envisa- 
geait , en effet , que la ligne ou la sur&ce individuelle à laquelle 
on voulait mener une tangente ou un plan tangent, il fallait , 



^^ Si les deux rayons de courbure de la surface osculée , variaient i la fois 
de manière à ce que leur somme restât pourtant constante ; pour chaque nouyelle 
combbaîson , on aurait une infinité de séries de surfaces osculatrices du second 
degré , dont les centres seraient i une distance constante de la normale et du plan 
tangent ', or cette infinité d'infinités de sni&ces osculatrices , jouirait toujours de 
la propriété conmiune, que la somme des quarrés des trois axes serait unt 
gr^deur constante pour coures les surbces. 
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outre Te point de contact, avoir encore égard aux autres points mm mémoibe. 
de la ligne ou de la sar&ce; c'est-^-dire, aux points immédiate^ 
ment consécutife à ce point de contact , ou à une distance infini- 
ment petite y ou seulement moindre que toute grandem* donnée , 
ou à une distance qui s'évanouit. ... U est, comme nous venons 
de le <fire y un autre moyen de s'élever à la détermination des tan- 
gentes et des plans tangents , sans recourir à ces diverses hypo- 
thèses, permises, parce qu'elles conduisent d'une manière simple 
a des résultats vrais, miEÛs inexactes en ëlles-mèAies, et peu propres 
à la précision rigoureuse que des élèves doivent chercher à mettre 
dans les raisonnements de toutes leurs études. 

• ■ 

Ce moyen consiste à chercher un système de surfocés ou de 

. , ■ - • • 

lignes, dans lequel se trouvent à la fois ou la Ugne, ou la sur&ce 
que l'on considère , et sa tangente ou son plan tangent II est évi- 
dent que s'il est possible d'obtenir l'équation d'un pareQ système, 
au moyen d'une constante arbitraire ; en donnant tour à tour à 
cette constante les valeurs particulières à la droite et au plan 
tangent , ou bien à la ligne et à la sur&ce primitive. On obtiendra 
d'une part l'équation de la ligne courbe et de sa tangente^ de 
l'autre , l'équation de la sur&ce et de son plan tangent. Prenons 
le cas le plus général, et ne nous occupons que des plans tangents 
aux sur&ces. 

Sur une sur&ce quelconque, concevons que du point x,^, z 
on ait mené des cordes à chacun des autres points x'j y\ z'. Ces 
cordes croissant ou diminuant toutes ensemble dans un même rap- 
port , prennent une première, upe seconde, une ^troisième 

valeur , et forment sûnsi une première , une seconde , une troi*- 
sième.... sur&ce. Il est ëvident que toutes les sur&ces qu'on 
formera ainsi, seront semblables à la primitive , et semblablement 
placées dans l'espace ; c'est-a-diro seront telles , que Icars lignes 
homologues seront à la fois proportionnelles et parallèles : donc 

d8 
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m»* BOÊMOIRE. aussi ces surfaces seront toutes tangentes à la primitive au p(ûnt com^ 

mun X^yyZ' Tant que le rapport («) des cordés homologues sera 
positif, ces cordes seront toutes du n^me c6té du plan tangent en 
Xjyy z à toutes les sur&ces ^ mais ces cordes seront de côtés 
opposes , lorsque ce rapport {en) deviendrai négatif : donc y enfia , 
lorsque la quantité («) aura la valeur déterminée zéro , l'équation 
générale sera celle du plan tangent à la swËice au point que Ton 
considère. 

Il est visible qu'ici pous dégi^eons la naéthode des taagentes 
de toute consid^^tion in&4tésinu|le. Nous; n^ tombons pas ooo 
plus dans la méthode; des limites, parce que dans cette méthode., 
Ja grandeur limite est celle dont les grandeurs variables approchent 
aans cesse , mais sans pouvoir jamais l'atteindre ; au lieu qu'ici la 
grandeur particulière où nous nous arrêtons , peut être atteinte et 
même dé|>assée. IVaUleurs^ il doit nous être aussi permis, dan» 
notre équation générale , de Êiire « =^ o , (pi'il peut Titre dans une 
équation telle que ^{x^ y y %) x= o, d'y &ire a=o. 

Il est aisé de tran^orter dans l'analyse ce mode de génération 
que nous n'avons présenté si longuement qu'afin de prévenir toute 
objecticHi *^Xy y^z étant toujours les coordonnées du point que 
Ton considère sut la surÊice y soient x + Ç , ^ -{- u-, z H- Ç les cooi> 
données d'un autre point en général , l'équation de la surface 
primitive étant 

• . » . ■ 

celle 4a système de surÊM^es seml^ables- dier<rhé , sera 

qm, lorsqu'on y fera cic= i , deviendra l'équation même de la 
sur&ce primitive î cela est évident Maïs lorsqu'on Êdt a=o dans 

«fette seconde équation ^ elle appartient d'abord au point *, ^, Zy 

et eDe donne 

%^<^{x,y)ï 
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donc on a m^utMowL 

Soit BMmtena&l 

l'éqaâtion du plab qui touche k h fois ^ûx^y^z toQties lés Aor* 
faces du système , plan dont aucun des pomts n'appartenant ni 
aux valeurs positives de a , ni à ses valeurs négatives , et qui ce- 
pendant faisant partie du système général , doit correspondre à la 
valeur zéro de a. Observons, premièrement, (pie x,^, :i appar- 
tenant liéceseairemeiit au jdan tangent (n) , il &ak qtt'on ait 

2=:Ax-l-By, et par conséquent , Z=AX + BY. 

Rendons à présent a= o dans l'equaticHi générale du fl^stêmc 
de sur&ces dérivées de la primitive ; alors ^ » v , Ç se changeront 
en X, Y, Z, et on aura 

2 — »(^+*^^+^)-»(^>y),,,'j^4:BY, 



. f k 



c- 



équation qui Ëdt voir que pour obtenir A , il faudra supposer qtiè 
dans 9 (x , ^ ), ^ deyienne \x +ct^y on ain^ôtnent x + hy puis 
développer par rapport à A, retrancher de ce développement la 
grandeur primitive ^ , diviser tout par h j et Ëdre enfin A = o. ÏI 
est évident qu'alors tout ce qui restera du dévêtoppement de f 
en X , sera le coefficient do^ la première puissance de A , et c'es^ 
ce coefficient qui égale A. De, même B sera le coefficient de la 
première puissance de k dans le développement de ^ en ^, lors^ 
qu'on mettra ^ -f-ciu ou siitiptement j^ + A: au lieu de y. 

Si Ton suppose qu'au lieu de présenter immédiatement cette 
méthode pour les plans tangents, comme nous le feisons ici afin 
^étre plus rapides^ an la développe dTabord poier lea tan^ntes des' 
lignes courbe» planes } puis qu'on l'applique au cercle et au3^ autres 
lignes du second degré y ayant de la g^aaraUser et de la, transport 
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xbaM BiÉMOiRE. ter aux surfaces , il me semble qu'elle sera susceptible de toute 

la simplicité et de toute la rigueur désirables. 

Si Ton voulait désigner par les caractères reçus, les coe^dents^ 
desquels nous Tenons de yoir que dépend la direction des tangentes 

pu des plans tangents y on représenterait par ^^ (jc) ou v^ la valeur 
* &~* > lorsqu'on y fait A = o; et alors 

étant l'équation d'une ligne courbe > . , 

serait Féquation de la tangente à cette courbe; mais si ^ était à* la 
fiûs fonction de x et de jfy on ferait 

lorsque A ss ; enfin , on aurait 



ÇU 



«'*Ê(*-*')-^-"|(^-^)' 



■ • 

on j comme nous ayons écrit Jiuji^'ici pour plus dé flimpiicîte , 
expressions dans lesquelles /f , g^ et^(jc)j g, ^ et ^'(^)sont 



pour nous les coefficients diflfêrentiels partiels conmiuns de l'équa- 
tion du système général de sur&ces que nous avons fermé. 
Lorsqu'on propose une^ équaticm 

dans laqueHe a est une constante arbitraire y à chaque valeur 



^^ Lonqoe y est regardé comme ime con^tvite. 
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particulière de a correspond une sur&ce distincte. Ensuite , en m^, mémoire 
considérant a comme une fonction de x et y y on obtient une 
sur&ce essentiellement différente des pre^lières , et si Ton veut 
que celle-ci et l'une de celles-là soient tangentes dans toute l'éten- 
due de leur intersection , il &udra qu'on égale à zéro la vpartie 
A' (x — jc') + B' {y — y) , que a supposé fonction dex et de y 
ajouterait à l'ordonnée Z du plan tangent j et l'équation 

o = A'Xx-x') + Br(y-f), 
OU, suivant lâ notation que nous venons d'indiquer > ses diflfêren* 
tielles ^ , ^ étant prises dans l'équation du premier ordre en re- 
gardant x^yyZ comme constantes,. 

■ ■ . ■ 

serait l'équation qui forait conns^tre ta tangê&te trigonométrique 

^ appartenant à l'angle formé en ichaqiie pcii&t x\ y y par Paxe 

des X et la direction delà courbe cherchée ; ce qui dbtiuerait l'équation 
aux différentielles partielles de cette courJbe que Monge a nommée 
caractéristique , et dont il a feit un grand usage. 

Les lignes et les sur&ces lieux des centres de çourjbure , sont 
de vraies enveloppes , et les équations des normales , immédiate- 
ment dérivées de celles des tangentes bu des plans tangents, 
donneraient &cilement,par le moyen que nous venons d'indiquer, 
tout ce qui peut être relatif aux contacts du second ordre et à la 
courbure des sur&ces : enfin, en suivant une marche absolument 
analogue, on s'élèverait aux ordres supérieurs. 



I ^ 
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m^um>^ NOTES PRINCIPALES 

DU TROISIÈME MÉMOIRE. 



NOTE PREMIÈRE. 

Des rayons de courbures de^ paroholoîdes. 

S. . 
1 dans Féqnation générale des surfaces da second dtgré rapportées i leur 

centre comme origine ^ 

©•••• ?+^+?=".- 

nous mettons s 4* c pour z , nous transporterons l'oripne à Tun des soipmets 
placés sur Taxe des s , et nous aurons 

. .5- + "F + ? + T=«'. 

OU 9 en multipliant tous les termes par c , 



Supposons maintenant que les trob axes a, b, c deviennent k la ibis infinb , 
mais dans un rapport tel que ;3 = "T* ^ r^ =^ F* «oient cependant des quan* 
tités finies , le tenae *- s'évanosif 1^ èOBi . et il restera 

Cest réquation générale das patalx^ïdes dont ksosmea aol pris pour origHina^ 

et l'axe pour axe des z, 

n suit de là, que si, des résultats que nons ayons obtenus en parlant des 

surfaces du second degré qui ont un centre, nous youlons passer aux m^mes 

résultats relativement aux paraboloïdes , il fandra simplement faire a ^ b, e 

c ici 

infinis , les rapports :;; = -7- » E = Tî '««tant finis. 
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Appliquons c^tte méthode à la déttmrinatioo des xmycntf de oourbnrtf ; nous lUMt ViéMOIRB^ 
avons trouvé pour cette valeur (art. Yin de ce Mémoire)^ 



""-y/î+î+îx 



Haïs cette même équation est ^idemment identiqae avec celle>«i , 



»=v/9:+ï+f=x 



Mettant donc z^^ c pour z , et réduisant comme nous venons de dire qu'il faut 
le faire , il vient pour l'expression des rayons du paraboloïde , 



En smvabt la mardie ordinaire indiquée par la valeur générale des rayons de 
courbure en fonction des cofficients différentiels du premier et da second ordre» 
nous eussions pu parvàiir directement k cette équation. 

En effet, 

donne immédiatement 

dz ' X dz y 

d'où- ^ 

jAQuite 

d'où 

AB 
Combinant ces valeurs , on trouve 



aâ4 NOTES PRINCIPALES. 

UI«t MÉMOIRE. ^^^'^ enfin ^ on aura généralement pour tous les paraboloïdes j 

(i+?*)r— flp^j + Ci+p')^ _ A + B — az 
a(r^— j*) a 

Par conséquent aussi , 

Or , telle est la valeur que nous venons de trouver. 

Remarquons maintenant dans cette équation , que W rr^ 4" "»; + i étant la 

valeur inverse du cosinus de l'angle formé par le plan tangent avec le plan 
des X , y , l'autre facteur 



A+B — 2« 



* ^(i±4=^- A. (S7ÎTT) 



est égal i la portion de l'axe des £ qui, suivant le signe ib» est la projection 
de l'un ou l'antre rayon de courbure. 

La somme de ces deux portions de l'axe est donc donnée par cette expres- 
sion très-simple 

A 4- B — > as , 

dans laquelle A , B sont les demi-paramètres des Aeax paraboles principaks. Ensuite 
le produit des deux rayons de oomiinre est égal au produit des deux demi- 
paramètres , divisés chacun par le quarré du même cosinus > c'est-à-dire, du cosinus 
de l'angle formé par la normale et l'axe des x. 

Si donc un plan tangent au paraboloïde et mobile, fait constamment le même 
angle avec l'axe des z , pour tous les points de contact qui correspondront à ses 
diverses positions, le produit des deux rayons de courbure sera constant ; et alon 
la somme des rayons croîtra on décroîtra proportionnellement à l'ordonnée z 
du point 'de contict. 

Enfin , pour toutes les sections faites dans un paraboloïde parallèlement i sa 
base, la somme des deux rayons de courbure est réciproquement pn^rtioft* 
nelle au cosinus de Tan^e formé par la nonnale avec Taxe des ;^ 



/■■ 
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NOTE II 1U«« MÉMOIRE. 

De Vindicatrice des parahoîoïdes. 



Nous venons de voir qiie Téquation générale des paraboloïdes rapportés à leur 
sommet comme.origine^ et à leurs plans principaux conmie plans coordonnés, étant 



'D] 



X* y* 



on a pour les coefficients diiFérentiels du second ordre, 

donc dans les mêmes hypothèses , Téquation des indicatrices des paraboloïdes est 



ca 



A(X_x)»+^(Y-^)«=C. 



■Or j'observe que les coefficients de X — a: et Y— y ne contiennent m x niy \ 
ils resteront donc les mêmes , quelles que soient ces coordonnées ; d*où résulte ce 
théorème remarquable : u Dans tout paraboloïde du second degré (elliptique ou 
hyperbolique), les indicatrices de la courbure se projettent toutes sur un plan per^ 
pendiculaire à l'axe, suivant des courbes semblables et semblablement placées, 
c'est-à-dire, qui ont leurs lignes homologues parallèles. 71 

Mais nous savons ( art. I ) que chaque indicatrice peut être considérée comme 
la section faite dans la surface par un plan parallèle «u plan tangent, et qui d'ailleurs 
en soit infinimexft voisin ; de plus , toutes les sections faîtes dans une surface du second 
degré par des plans parallèles, sont semblables et semblablement placées dans 
l'espace. Donc aussi , pour un même plan de projection quel qu'il soit , les pro- 
jections des sections faites par des plans quelconques seront semblables aux pro« 
jections des indicatrices dont le plan leur est parallèle. Mais sur le plan perpendi- 
culahre à l'axe , toutes les indicatrices du paraboloïde se projettent suivant des 
courbes semblables , et dont les axes s'ont parallèles : 

.u Donc toutes les courbes planes qu'on peut concevoir sur un paraboloïde, 
projetées sur un plan perpendiculaire à l'axe , sont des courbes semblables , et 
semblablement placées sur ce plan , c'est-àrdire qu'elles ont leurs lignes homologues 
parallèles. Enfin , la même propriété aurait lieu encore , pourvu que la projectio» 
se fit parallèlement à l'axe , mab d'ailleurs sur unplan quelconque, 71 

FIN DES KOT£S DU TKOISliuE MEMOIIUE. 
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SUPPLÉMENT 

A L'ARTICLE IV DU PARAGRAPHE PREMIER 

DU SECOND MÉMOIRE. 



Osculation des courbes tracées sur des surfaces qui sont en 

contact suivant une ligne quelconque. 

H/N exposant les propriétés du contact des surfaces et de celui de leurs sections y 
( premier Mémoire, page 34 ^^ suivantes ; second Mémoire , page 83 et suivantes )^ 
nous navons pas donné aux théorèmes que nous avons exposés, tout le Aév^ 
loppement dont ils sont susceptibles : nous croyons devoir le £aire ici* 

Lorsque deux surfaces ont dans toute retendue d*Qne ligne courbe tm cootact 
de Tordre m , un plan tangent à cette courbe et qui ûoupe les deux surfaces > 
y produit deux sections qui nont pas seulement «ntr^elles xm contact immédiatement 
supérieur à m, mais immédiatement -sapéneur au double de m, Voili ce que nooi 
allons démontrer généralement. 

Prenons sur la ligne de contact des deux smfaoes , les deux points immédisr* 
tement consécutifs ^p y^^f'^t w+ dx, ^ + ifypZ+d^i si l»» siçposoi» 
que les deux équatiws -de cette courbe de contact , rsont 

nous aurons pour équations de sa tangente au point x, y, z, ' 

(9).... Y— j.=f.(X — x), Z — zzrr/.CX— x), 

et cette équation pour le point x + dx, y-i-dy, z + dzj deviendra 

(dO... Y— y-dy=(f4^(X— a;-cte)> Z-.»— dk=5=^4^(X— :r-.iir)> 

Donc au point où cette dernière, dsoite rencontre le plan 

X ^— a? = o, 
mené par k point x^y^Zy perpendiculairement à Taxe des ar^ on a 

[6'].... Y— jr — 4y = (f + rfP)ir> Z'^z — dz = (f + df)dr, 
équations qui^ en vertu des équations mêmes ds la oousrbe de contact^ se 
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Induisent à 

Ces équations nous apprennent d*abord que la distance da second point an point 
^* y > ^ P^ ^^ 1^ devoL surfaces , est une distance infiniment petite da seooiul 
ordre ; puisque , à cause de X — x = o ^ elle est exprimée ainsi 

v^C(Y-j^y+(z-*y]=£ir- »/(?•+/••). 

Maintenant f faisons passer un plan quelconque par la tangente (9^); ce plan 
tracera sur le plan X-^x = Oj une droite dont Féquation peut être mise sou» 
cette forme 

(0.... Z — «— /'.clr*=m(Y— j— P.dlr*), 

puisque cette droite doit passer pai x , y + f.dx^ ^ z + f.éLx^ point de la 
droite {V) placé sur le plan X — j: := o. 
Maintenant soient 

les équations des sections faites dans les deux surfaces proposées par le plan 
unique X—-x=o; ces équations, comme on yoit> ne sont autre chose que 
celles mêmes de ces surfaces > en y regardant seulement la variable x comme une 
constante égale i X. 

Cherchons l'intersection de la première courbe 2 = f (y ) , avec la droite dont 
nous Tenons d'obtenir l'équation 

Z — «— /'.ii:* = m ( Y— j^— P.dlrO- 

Soient ^ + A ^ %'{'k\eé valeurs de Y et Z qui appartiennent au point 
d'intersection cherché. Par cette hypothèse , l'équatio» précédente donnera 

ft = m» + Cf ^ — 7t£') dx^. 
Mais l'équation s =: f (x) donne 

*=^.A+fV— + »• — -j + etc. ; 
en combinant ces deux équations > on trouve immédiatement 

(/• — mr)£Zr* =:r(,'— m) A + »'-^+**-^ + etc. 

Le premier membre de cette équation étant infiniment petit du second ordre ; 
lorsque dx ett infiniment petit du premier, il faut alors, sî h est aussi du pre- 
mier ordre,- que ^' =7», ce qui serait rondrc» la rinolta <jttc nous considérons^ 
tangente à la première surface. Nous exclurons cette hypothèse^ et nous «uppo- 
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IIn« MÉMOIRE ^^^^^ ^^ ^^ droite et cette surface se coupant sous un angle fini quelconque j m e| 

f* sont par conséquent deux quantités, différentes. 

Mab si f' et m sont différents Tun de Tautre ^ pour que le second menibra 
de réquation précédente soit un infiniment petit du second ordre , il faut que h 
•oit lui-même un infiniment petit du second ordre, dx étant clu premier. 

Donc , dans ce cas > on peut toujours faire h =s= «.dj;% « étant une quait^ 
tité finie. 

Si maintenant , à la courbe z = ^ (^ ) qui appartient à la première surface ^ 
nous substituons la courbe z=i^ {y) qui appartient à la seconde , nous auronj 
de même, en prenant J^ +H et 2+ Kl pour les coordonnées du point où cette 
courbe est rencontrée par la droite (fl , 

mais les deux courbes ^ et ^ étant tangentes en x , y , z , Çi' =i^' ', or f' est diffé* 
rent de m : donc m et o' sont inégawl ; donc en verta de Téquation précédente , 
nous anrona aussi K = AdljC*, A étant une quantité finie : donc, en mettant cetto 
valeur dans Téipiation précédât» , et «.dix* pour k dans l'équatioii dQ.qnée par Ut 
première courbe , il yiesdra 

'1 i.a ^ i.a.3 

« . A.dx^ . ^. A*, ctr* , ^^A?.dafi . 

K = 4»' + ♦'^ f. «»• =. + «te. 

1 i.a ' i.a.o 

Or , z + A est Tordonnée du. point intersection de ta trace ( t) et de la première 
courbe £= ^ (x).: c'est ' donc ua. point de. rinte w ec H op de-, la piemière surface 
et du plan ceupant. Mxà «r^— dir est rabsdsse ds poiift où. k tangente (0^ toucha 
les deux surfaces , et ce point est sur le pjan coupant ^ puisque (6') y est tout 
entière. D'ailleurs , la courbe de contact ayant pour équation en j; et s, 

z = f(x) , donne dz :=i f. dx. 
Donc enfin , pour U cburbe tracée plUF, I& plan ooupant sur la première surface , 
lorsque X devient x±:dx , la différentielle de z est kdo.f,dx. 

Ainsi l'équation de la première 'courbe d'intersection est immédiatement» 

1' i*a i*a«o 

de même , 

tst l'équation de U'àeconde couilie d'hitimectioa. Yoyons maintenant quel est 1^ 
rapprocbemeiot dtf ces deux courbes. ' 
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, La fonction / étant indépendante des fonctions f et O j nous voyons d*abord mèMoiri' 

que , quelles que soient ces deux fonctions , et par conséquent quel que soit 
Tangle formé par deux surfaces qui se coupent, tout plan tangent à leur inter-* 
section coupe ces deux suif aces suivant deux courbes tangentes. 

Ayant de pousser plus loin cet examen, déterminons les valeurs de a et A. 

Pour cela , reprenons les équations 

(/'- mD «ir» = (^' ~ m) -^ + ,• il + ^- _^ + etc. , 

(/•'-mf) dr«= (♦'- m) 5 4.«. 5L +^--^ + etc. 

Elles donneront , par le retour des suites , deux séries de la forme 

(1) . . . . A = (idx^ + ^àx^ + cdj? + etc. , 

(a) A = Alfa?* 4- Bdo:* + Cctc^ + etc. , 

dans lesquelles on aura 

^' — m v — m 

Donc l'une des équations suivantes entraînera toujours l'autre: 

a = A , ^' = 4>'. 
Maintenant , reveàons aux deux développement^ qui appartiennent aux deux 

m 

intersections dont nous voulons apprécier le rapprochement. 

Supposons d'abord que les deux surfaces ont simplement dans toute l'étendue 
de la tourbe qui leur est commune , un contact du premier ordre ; alors on aura 
pour tous les points de cette courbe , 

p' = ^' donc aussi , o = A ; 

m 

et les deux développements deviendront 

dz=fdx + 1>''(a+bdx^+. ..)— ^ç" (a +6dx*+.. . .)* — + etc. , 

dz=fdx + ¥.(a+Bdx^^...:)^+^'(a+Bda^^....y — +etc.', 

d'où il suit que dx ' étant tme quantité du premier ordre , les deux dz ne 
pourront différer qu'à partir des termet 

/ . dx^ .# ^ dx^ . a*dx^ m a*dx^ 

1 .1 ^ i.û ' i.a 

Donc elles ne pourront différer de quantités plus grandes qye le guaiancme ordre , 
et par conséquent, elles auront entr'elles un contact du troisième^ ordre. 

Ainsi, lorsqu'un cylindre est circonscrit à la sphère, un plan quelconque tangent 
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«.e MÉMOIRE. " ^*''** *I"'°" *** 

/ = .', /' = .' ./C«)=.W, 

11*4*1 

Donc X = ( AfC-^O — /C«-+-0 ) "* 4. etc. 

i.a. . .n+i 

« éunt la distance du point a-f* «, fr -|-^> c-f-y ^ 1^ surface coupante , cette 
distance mesurée sur Tordonnée z parallèle à Taxe des z. 

Maintenant^ lorsqu'on voudra trouver l'intersection àê la surface coupante et de 
la courbe ^(c4-r + A) = & + ^4"^> il faudra supposer dans l'équation 
« = (4»C«+0 — /C«4.i) ) ^_. ^ que f (j^ devienne f (ft+<) + A , et alow 

* devenant * -f- * = A sera toujours de la forme 



^«+1 



( i,C-^0— /C«-+.o ) — + etc. . . , 

i.a...7i-|-i 

c'est-à--dire^ quei»""^' sera toujours la moindre puissance de m qui puisse entrer dans k. 
Soit donc fc = û«t""*-'; développant ( 6 + C 4- &) = ^(c-4-y+^)><^A 

* = ^ (c+y)-— hÇ^ (c + y)— — H etc. 

^ 1 1 «a 

et de méme^ en comparant la seconde surface avec la surface coupante , 

Pour reconnaître maintenant le rapprochement des courbes exprimées par ces 
deux équations, observons que H et (O), lorsqu'on y fait «r=o, deviennent 

• y Donc , en se bornant aux moindres puissances de «e, la partie O de 

1 .a. . , . ,.n-J-i » 

Q et de (0) qu'il faudra considérer, sera la même. Mais si les deux surfaces proposée^ 

ont un rapprochement de l'ordre m , il faut qu'on ait f ' = ♦'.... ^"* = ^^ i donc 

sera la moindre puissance de l'accroissement m dans la différentielle des ordonnée*, 
des deux sections.. Donc, ces deux sectionsont aupoirUa,, b, c, un contact 4e rordm 

( n 4- 1) (w* +!)--■ !• 
Si , par exemple , n =» 1 , m =*i , les deipc sections auront un contact du troi^ 
si^me ordre : e*«8t ce que nous ayions ^éjà 4^montré. 
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Les deux Mémoires qui composent cette seconde Section , ont 

été présentés le i*" février i8i3 , à la Classe des Sciences phy^ 

siques et mathématiques de l'Institut de France; et dans sa 

Séance du 8 mars i8i3 , elle les ajugés^comme les précédents, 

dignes de son approbation , et d'être insérés dans le Recueil 

des Savons étraDgers. 

• - • 

En i8og, le dernier de ces Mémoires avait été déposé à 
r Institut Royal de Naples, qui mit l'auteur au nombre de 
ses Associés étrangers. « 
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PARAGRAPHE PREMIER. 

Propriétés générales des surfaces trajectoires orthogonales, 

relalipes à la courbure des surfaces. 

J-JA première partie de ces recherches ayait priocipalement pour ^^^f^ 
but d'envisager les sur&ces dans la forme de leur courbure , en 
chaque point considéré isolément , et y pour ainsi dire , indépen- 
damment de toutes les autres. Nous ayons vu que des l'instant 
où le nombre des données est suflSsant pour que cette forme en 
un seul point soit complettement déterminée , il est toujours pos- 
sible et mrâie &cile d'obtenir chacun dçs éléments qui la consti- 
tuent et la particularisent, à partir de ce point. Enfin, nous ayons 
VU que la simple diacussioa des lignes courbes du. second dc^^ 
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iv«« MÉMOIRE conduit à la solution complette des problèmes de ce genre; c'est-- 
à-dire, de tous ceux où les données et les inconnues sont des 
quantités dépendantes de la courbure des sur&ces en un point 

Les questions où les grandeurs graphiques à déterminer , n'ap- 
piartiendraient pas seulement à des points individuels , mais à la 
surface toute entière ; ces questions, dis-je , seraient infiniment plus 
difficiles à résoudre que les premières. Les solutions ne pourraient 
plus être constamment les mêmes pour tous les cas ; elles chan- 
geraient dans leur nature , connue les surfaces dans le genre de 
leurs formes. Nous sayons actuellement , par exemple , qu'il est 
toujours facile de déterminer pour quelque point que ce soit d'une 
sur&ce donnée , la direction de ses Ifgnes de courbure, et la gran- 
deur des courbures principales, estimée» suivant ces lignes. Mais si 
l'on Youlait obtenir simultanément tous les points d'une de ces 
mêmes lignes , la géométrie ne pourrait plus nous offirir de méthode 
que dans chaque cas particulier où la nature de la surface serait 
connue 3 elle se refuserait constanmient à résoudre des questions 
plus générales : enfin , il serait impossible de réduire les solutions 
à des méthodes universelles qui , par la variation successive des 
éléments qu'elles embrassent, puissent devenir également applir 
cables à toutes les formes particulières de l'étendue. 

On se tromperait en croyant que la géométrie , dans ses moyens 
de procéder à la recherche de la vérité, doit avoir des bornes posées 
seulement par la nature de cette science , et non par la nature 
même des choses. On se tromperait également en croyant ces 
bornes moins recidées que* celles où l'analyse peut atteindre en 
marchant vers le même but. Ces deux méthodes sous des formes 
difierentes, senties développements identiques d'une seule et même 
science qui soumet à la fois toutes les grandeurs à ses combinai- 
sons, à ses rapprochements. L'une, sans jamais perdre de vue les 

choses mêmes qu'elle doit considérer , porte partout l'évidence avec' 



THÉORIE. SECTION U. «37 
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etie ; ellfe rend sensibles toutes ses conceptions , toutes ses opéra- 
tions ^ et les grandeurs graphiques sont pour elle un moyen de 
peindre dans l'espace, et sa marche et ses résultats. L'autre substi- 
tue aux quantités dont ^Ue s'occupe , des lignes purement abstraites; 
elle dépouille les grandeurs de tout ce qui n'est pas inhérent aux 
relations qu'elle enyisage ; elle ramène tout à des lois générales ; 
elle représente les objets par des symboles qui les remplacent} 
elle est une langue : elle parle y qu'on mè passe l'expression , elle 
parle et elle exprime tout ce que pense ou conçoit la première ; 
et ces deux marches si différentes ont l'une par rapport à l'autre , 
les mêmes avantages et les mêmes désavantages que la pensée 
relativement à la parole. En fixant les idées par des signes , l'une 
soulage Tintelligence dont elle double par là les forces à chaque 
pas : c'est ainsi qu'elle est , qu'elle sera toujours le véritable instru- 
ment des grandes découvertes. Mais souvent par le secours de l'autre 
méthode^ on pressentira les vérités nouvelles, et d'une seule concep-^ 
tion on ira trouver ce qu'on atteindra plus tard que par de longues 
foimules; souvent aussi^cette vue anticipée amènera dans les calculs 
rélégance et la fiàcilité. 

> Quoi qu'il en soit, si la géométrie ne peut pa\s'élever à des ques- 
tions d'un certain ordre , l'analyse doit donc également se trouver 
insufRsante pour atteindre à leur solution. Ainsi , de même que la 
géométrie ne peut pas offrir de moyens généraux pour décrire com- 
plettement les lignes de courbure des sur&ces supposées quel- 
conques , l'analyse ne présentera pas non plus de méthode qui 
s'étende à la fois aux sùr&ces de tous les genres, et qui puisse 
offirir, dans tous les cas, l'équation immédiate de leurs lignes de 
courbure. Cette équation, effectivement, ne pouvant être obtenue 
que pair l'intégration de fonctions dépendantes de la forme qu'affecte 
la sùr&ce , l'intégration demeure impossible tant que- lot surÊice , 
et par conséquent ces fonctions ne cessent pas d'être générales et 
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1V«# MÉUOifiE. indéterminées. Pour les mêmes raisons , encore , comme il ae s'en* 

suit pas de ce qu'une surÊice est d'un genre déterminé , qu'il eét 
possible à la géométrie de construire ses lignes de courbure , la 
même restriction doit être imposée à l'étendue des résultats aua« 
lytiques. Dans tous les cas où cela sera possible à la première 
de ces deux sciences, celle-ci pourra s'éleyer à l'équation générale 
des lignes de courbure ; dans tous les autres cas , il ne lui sera pas 
possible d'obtenir cette équation. 

En considérant ainsi l'analyse et la géométrie dans leurs rapports | 
ces deux sciences s'éclaireront mutuellement , et chacune d'elles 
s'accroîtra de tous les progrès de l'autre. Dans les questions qui 
nous occupent , par exemple , chaque espèce nouvelle de fonctions 
que l'analyse saura soumettre à ses intégrations , fera connaître 
les lignes de courbure d'autant de femilles différentes de sun&ces ; 
et chaque noWelle classe de surfaces dont la géométrie pourra 
déterminer les lignes de courbure , conduira dans l'analyse a l'Intel 
gration d'autant de genres diâërents de fonctions. 

Ne rejetons donc aucun de ces moyens pour procéder à Ja 
recherche de la vérité j jugeons-les utiles l'un et l'autre , et cher- 
chons dans chaque (^s le plus avantageux; et puisque ^ dans lé sujet 
que nous traitons ^Tanaly se ne nous donnerait pas ce que la géomé- 
trie ne pourrait obtenir , continaons encore à suivre la méthode qui 
nous a servi d'abord, et voyons jusqu'où elle est susceptible de 
nous conduire; nous r^rendrons ensuite la méthode des calculs. 

Si pour quelque sur&ce que ce soit y nous pouvions établir entre 
ks grandeurs graphiques de tous les points d'une ntiéme ligne de 
courbure , des relations générales et constantes ; quoique ces rela* 
tiens fussent nécessairement insuffisantes pour la détermination 
absolue de cette ligne , ce serait cependant un pas de &it dans la 
recherche de sa forme : on aurait d'autant plus limité la* classe 
des courbes parmi lesquelles doivent se trouver les lignes de coui^ 
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hnte y on n'aurait plus à considéra que les espèces soumises aux iv« MÉMouiE. 
relations déjà trouvées. 

Nous allons présenter un théorème général également applicable 
à tous les genres de surfaces, et qui, dans tous les cas, nous 
offrant une infinité de moyens dififêrents pour procéder a la déter- 
mination des lignes de courbure , permet , en choisissant le plus 
avantageux, de parvenir , par la voie la plus Ëicile, au résultat qu'on 
se propose. 

Que Ton conçoive une courbe quelconque tracée dans Tespace , xh^orétnefoûdamcfi- 

tal sar les surfact'f 

et par chaque point (i , a, 3) de cette courbe, trois surfaces ar- trajcctoirci ortho. 
bitraires (S.), (S.), (S,), fig. i. '"'^• 

Si chaque sur&ce (S,) et chaque sur&ce (S.) se coupent a angle 
droit dans toute l'étendue de leur intersection; si pareillement 
chaque sur&ce (S,) est coupée à angle droit par chaque sur&ce (S3) , 
et de même , chaque sur&ce (S.) par chaque surËtce (83) , aussi à 
angle droite dans tous les points d'intersection de ces surfaces de 
différents systèmes : si, en un mot, les smfates (S,), (S.), (8$) forment 
ensenoble un système de trajectoires orthogonales, chaque surface Lesiîgnc«t»jecioî«i 
(S,) sera coupée par toutes les surfaces (8.) suivant les différentes ^^^^ de"SbuîJ 
lignes iTune de ses courbures . et elle sera coupée par toutes les ^^^ •"'^•j«^» M«- 

* * * toires orthogonales 

surfax:es (83) suivant les différentes lignes de la seconde cour^ ^àu onhotonu- 

bure. De même , <:haque surface (8.) sera coupée par les (S,) 

et les {Ss);* chaque surface (83) le sera par les (SJ et les (S.)^ 

suivant ses lignes de première et de seconde courbure : enfin ce 

théorème aura lieu ^ quelles que soient les relations des divers 

systèmes entr^eux , quelles que soient les lois qui lient entr* elles 

les surfaces d'un même système , quelle que soit chaque surface 

des trpis systèmes d^orthotomides ( voyez la note I ). 
En supposant vrai ce théorème , on doit voir quoHc peut être 

son utilité dans la recherche des lignes de comiHire des Bur&ces. 
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ivt MÉMOIRE. II suffira , pour connaître ces lignes , de trouver un seul système 

de trajectoires orthotomides , où soit comprise la surËtce que Ton 
considère ; car en déterminant alors les intersections de cette sur- 
&ce avec celles qui lui soTit partout normales, ces intersectîpns 
seront les lignes mêmes cherchées. 

UiiUttfJcce principe, c'cst réduire en analyse une intégration à une élimination, et 

il est inutile de dire quelle différence existe entre les difficultés 
de ces deux opérations. Sans doute il restera toujours à déterminer 
ces systèmes généraux de surfaces trajectoires orthogonales ; mais 
cette question -étant d'une autre nature que* celle de la redherche 
inunédiate des lignes de courbure , on conçoit qu'il y aura des 
cas où cette recherche directe sera plus facile ; alors il faudra tout 
simplement y recourir : tandis qu'il y aura d'autres cas oùla 
ordinaire sera la moins avantageuse ; alors il &udra Yt 
pour se servir du moyen que nous proposons. U ne &ut pas 
cp'on dise qpue si l'intégration de l'équation aux lignes de coor-r 
i)ure est impossible , la détermination d'un système de trajectoires 
orthogonales qui donnerait ces lignes , est impossible aussi. Dés 
qu'une sur&ce existe, ses li|pes de courbure existent pareillement; 
quand on n'en obtient pas l'équation , cela signifie seulement que 
içs méthodes connues sont insu£5santes ; et comme chaque sur&ce 
individuelle est comprise dans une infinité de systèmes de tra- 
jectoires orthogonales, qui tous donnent les lignes de courbure 
cherchées , on conçoit qu'on peut trouver un de ces systèmes, et 
cette découverte conduit à l'intégration d'un nouveau genre de 
fonctions : ce sont deux services pour un , rendus à la science par 
pe moyen de procéder k ^ recherche de la vérité. Mais no\jB 
reviendrons encore sur l'application que nous proposons, lorsque 
nous jurons démontré le théorème que nous avons avancé. 

Ea «monwuon. Considérons ]?our un moment upe seule surÊicç (Sans c})aquQ 
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groupe des (ft,), des (S^) et des (S,), et représentons par (1,9), iv«« mémoibe. 
(9,3)9 (S^^) 1^ courbes orthotomiqaes suivant lesquelles se 
coupent les surfeces (S,) et (S.) , (SJ et (S3) , (S,) et (S,). Cela 
posé, cherchons queUes rotations les directioiis de ces courbes d'in- 
tersection (1 , 3), (3, 3), (3 , 1) peuvent avoir au point (1 , 9 , 3) qui 
leur est commun à toutes trois. * * 

K par (1 , 3, 3), fig. 3, nous menons le plan tangent à (S.), et qu'à 
une distance infiniment petite du premier ordre, nous menions* à 
ce plan, le plan parallèle (^), celui-ci coupera la courbe (3,3) 
en un point O sous un angle infiniment peu diffërent de Tangle 
droit, et par conséquent ce plan coupera (S«) et (S3) suivant deux 
courbes (Ott») , (O^tt,) qui se croisent en O sous un angle infiniment 
moins dififêrent encore de Fangle droit; c'est-à-dire, sous un angle 
qui sera droit à une quantité près du second ordre , puisqu'att point 
O les deux sur&ces (S.) et ($,) ne cessent pas de se couper à angle 
droit (Voyez la note II.) • 

Substituons maintenant à (S,) une de ses osculatrices du second 
degré (2) , qui ait son sommet F au point d'oscûlation (1,3, 3 ) ; 
cette nouvelle sur&ce coupera (8^ et (S,) suivant des courbes 
(2,8»), (2, 83) osculatrices en P à (1 , 3), (x , 3) : donc les sur- 
fera gauches ou développables formées par toutes les normales de 
(2) suivant (2 , 8«) , (2 , 83) , seront osculatrices aux courbes (1 ^ a) ^ 
.(1 , 3). Par conséquent en O sur la normale prîmitivePOr , elles 
seront encore tangentes aux courbes infiniment voisines (^, 3) , 
(^, 3) : donc, au même point O, ces deux surfiices des normales se 
' couperont à angle droit, à des quantités près du second ordre. 

K maintenant nous traçons les droites APB, CPD, fig. 3, 
tangentes aux sections principales de (2), en son sommet P (PC, 
par exemple, étant la plus petite section), et que nous prenions 
le plan .tangent en P pour plan de projection , les normales à (Z) 
en deux points N, M' du même côté de AB, se projetteront en 

5i 
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ivmt MEMOIRE, dedaps de la* surface, et se dirigeront toutes deux d'an même 

côté de APB. 

Supposons que PN , PN' représentent les éléments du premier 
ordre des cpurbes (i , a), (i , 3), à partir du point (i , a , 3) ou P ; 
Nr, NT' étant la projection dos normales parties de N et N', le 
plan (tt) coupera ces deux normales en deux points » , / qui se 
projetteront à distance du second ordre de ^f et N'; mais PN,PN' 
sont, par hypothèse, d'une longueur du premier ordre ; donc, quelr 
que position q\ie puissent prendre les courbes d'intersection (i, a) > 
(i , 5) entre AB et Cp , les angles vVv^ et NPN' différeront toujours 
entr'eux de (juanûtés du premier ordre, et par conséquent ne 
pourront pas appartenir aux intersections de la sur&ce (S,) avec (S^ 
ni (Sa) , tant que les deux normales Nr, NT' ne seront pas placée» 
sur les plans principaux de (2) ; c'est-à-dire , ne rencontreront paa 
la normale de (S,) passant en P : donc^ pour que les trois sUrfoces 
puissent se couper deux à deux orthogonalement , ilfautc[u'au point 
(x , a , 3) qui leur est conamun à toutes trois , les lignes (i , a ) , (i , 3) 
suivant lesqiielles elles se coupent, soient tangentes aux direc* 
tions APB , CPD des sections principales de l'osculatrice (2) du 
second degré. 

Or nous savons, et l'on peut démontrer, à priori, comme nous 
l'avons fait, prenûer Mémoire, § II, qu'au sommet P d'une sur- 
face du second degré , les directions des sections principales CPD 
APB sont celles de plus grande et de moindre courbure de la sur-^ 
'£ice; donc atissi les directions des lignes trajectoires (i, a), (a, 3), 
(3, i) sont constamment svr les orthotcmiides ou sur&ces tra* 
jectoires orthogonales quelconques (S.), (S,), (S^), les lignes éri- 
gées suivant la plus grande ou la moindre courbure de ces sur-i- 
faces : donc, enfin, ces trajectoires elles-mêmes sont deux à deux 
au même points les lignes de plut grande et de moindre cour-^ 
bure des orthotomides (Q,), (S.) , (S»), 
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Jusqu^ci dans les relations qne nous avons reconnues pour être iv« mémoire. 
les conséquences nécessaires de Forthotomie des surfaces (S,) , (S.) , Examendcgrandeui» 

(Ss) , nous n'avons rien vu qui puisse isoler les-àur&ees d'un groupe j^« IIifertc«'|3o 

des surfaces d'un autre groupe. Considérons leurs intersections suc- î^nraj^irir!!! o^ 

cessîves , et dans les formes particulières Qu'elles àfiëctent , cher- ^^^^^go*^"- 
chons à suivre encore la loi qui coordonne le système général des 
trajectoires orthotomides. 

Comme Texamen dans lequel nous allons entref ^est par Idi-^méme 
assez abstrait , et qu'on peut à la rigueur se dispenser d'en suivre 
les détails, quoiqu'ils soient propres à jeter beaucoup de joùt sur 
la théorie de la courbure des surfaces et des l'rgnes courbes , 

nous croyons devoir avertir ceux qui ne veulent pas apprôfon- 
dir un tel sujet, qu'ils peuvent omettre le paJragraphe suivant , dis- 
tîngué par dés guillemets, et passer dé suite àU troisième , où ils 
trouveront l'application des généralités ex^pïée^ dana le pteitiièr. 

S II. 



Discussion générale des systèmes de sut/acès trajectoires 

Orthogonales. 

' « Présentons d'abord quelques . dénoiAinations qui reviendront Des tropîqtie> et dd 
» souvent dans ce cjjne noua ^ons exposer. Be.la même manière ^^^ ^ 
» que tous les cercles échptiques sont rencontrés tangentiiellenient 
> sur la terre ou dans le Cfel^ )par des cercles tropiques qui ser* 
» vent de limite à l'espacis couvert par ces cercles , ndus appelle- 
» rons tropique d'un système quelconque dé lignés Esi'E% E'é'^'E'^ 
» EW'E%......là courbe. ê^e'V^ fig. 4, qui touche à la fois 

» chacune des courbes primitivesi 

» Par analogie , ensuite , ïorsqu^ti lieu d'un système de lignes , 
% nous aurons à considérer un système île sur&ccs, nous nomr 
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lytMDÉMOiRE. » merons 6ur&ce tropëide^ ou simplement tropéïde^ la smfice 

» particulière qui dans chacun de ses points , touchera l'une des 
3f) sur&ces primitives. 

' • • ■ ■ ^ 

Dta tropiqoei et ciet 3> D'après Cela , il est visible qu'on pourra toujours considérer 
t^' d^ ^1^ » l6 tropique aV . • . • , fig. 5 , conune formé par les intersections 
îk^rfl^T*^^ successives des courbes primitives Eéé'E , EVé"E', E'VVE". . • .• 

}» immédiatement consécutives ; que de même, on pourra topjours 
3) considérer la surfece tropéide comme formée par les intersec- 
0» lions successives des surfeces primitives qui se succèdent im-» 
3> médiatement. 

» Supposons qu'un groupe de sur&ces (S,)', (S.y, (S.)''', . . . swt 
» représenté , i*. par le système de Ugnes (i, a)', (i, a)- , (i, a)^. • • 
» couvrant (8,)'; a*, par (i, a)', (i, a)', (i, a);;... cotnrrant 
» (Ss)"î 3*. par (i, a)%. (i, a)% (i, a):.-., couvrant (8,):, ctc, 
^ Si nous considérons les intersections successives des^(S,)^ (S,)'', 
» (S,)'"..., ou la tropéide de leur système, nous dirons: dans 
D toute l'étendue de l'intersection de (S.y et de (SJ', chaque courbe 
» (i, a/ est eoupée par une courbe (i, a)"; de même dans toute 
» l'étendue des intersections de (S,)" ^ do (S,)"', chaque (K>urbe 
» (i, a)" est coupée par une courbe (i , a)'"j et ainsi de suite- Ainsi, 
» par exemple , (i , a)' , (i , a)' , {i, a)^,. ... se couperont consé- 
> cutivement , et fiMrmeront nne première sur&ce (8.)^^ et un tro-^ 
» pique [ i , a], isur cette sur&ce j de même (i , a)^, (i; a)% (i, a); 
» se couperont consécutivement , en formant une seconde sur- 
» fece (8,),^, et un tropique [p, a],^ sur cette surface , etc. 
3> Nous venons donc d'obtenir un second système de surfaces (8«) 
JB absolument diffêront du fM'eniier système (8»). : et les tropiques 
^ [^ > 3]/> [i> a)/i> [i > «]/// de ces sùrfiices (Si.) s(mt tous sur la 
]» tropéïde des (8|). La réciproque der ce principe est également 
2> vraie} d'est-àrdlre qu'en repassant des (80 axix (8,) , comm« 
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■ 

1^ nous sommes p&nrenus des (Si) aux (S^) y nous verrcms que les iym ioémoire. 
» tropiques [a, i]/,[a, i^, [»>!]«/ des (S.) sont tous sur la 
7^ tropéi'de des (S.). 

» Ainsi y lorsque l'on considère une série de sur&ces dont lé 
3» nombre dépend d'un seul paramétre arbitraire , et, sur chaque 
i> surËice, un système déterminé de lignes courbes. Ces lignes " 
y>^ courbes , par leurs intersections successives sur les sur&ces qui 
7> les contiennent respectivement , forment une première ^rie de 
» tropiques , et Pensemble de ces tropiques , une certaine sur&ce 
}) tropéïde. Ensuite , lorsque Ton considère chaque courbe comme 
y> coupée par une autre , prise dans la surface infiniment voisine , on 
» trouve une nouvelle série de tropiques, une nouvelle tropéïde : 
^ or cette dernière tropéïde est ce qu'on appelle ordinairement la 
3» surfiice enveloppe des sur&ces primitives; et l'autre tropéïde , 
y> au contraire, est l'enveloppe de la nouvelle série de sur&ces; je 
7> veux dire de la série des sur&ces formées par les intersections 
» successives de chacune des courbes données avec celle qui la 
y> suit et la précède immédiatement en passant d'une des sur&ces 
j> primitives à l'autre. 

> Revenons maintenant a notre sjrstéme général de sur&ces 
» trajectoires orthotomides (S,) , (S.) , (Sj). Le groupe des (S,) est 
» traversé par celui des (S») suivant les oourbes (i , a) : à ce 
3D système de courbes (i , a) , correspondra donc d'abord une 
» première suite de tropiques [i , a] , placés sur les (S«) , et for- 
3» mant par leur ensemble la tropéïde [^,] des (S,); puis une 
}» seconde suite de tropiques [a , i], placés sur les (S,) , et formant 
2> par leur ensemble la tropéïde [(t^] des (S«). Enfin, la même cor- .v .v/-^ 

y> respondance des lignes tropiques çt des sur&ces tropéïdes avec 
>» les sur&ces primitives , aura lieu pour les courbes ( i , 3 ) , 
» intersections des* (S,) , avec les (S3) , et pour celles (a , 3) , inter- 
}) sections des (8^)^ avec les (83). 
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iv« MÉMOIRE. » Cela posé , considérons , par exemple , les intersections stié- 

y> cessives des surfaces (S3) , ou leur tropéi'de [^3]. Généralement 
» parlant , cette tropéïde sera la limite de l'espace occupé par les 
, y> (S3) : elle sera donc également la limite de Tespace occupé ^ar 

y> les (S,) et les (S.) , puisque partout les ëurfaces du système gé- 
r> néral devant se couper à angle droit , chaque point des surfeces 
» d'une série est aussi commun à quelque surface des deux autres 
D séries. Mais cette tropéïde [tr^] étant la limite de Pespace occupé 
j> par les surfaces (S3) , leur est évidemment partout tangente. Donc 
D elle sera partout normale à quelqu'une des (S,) et des (S,). Con-* 
j> cluons d'abord que les courbes conimunes aux sur&ces (S|) , 
"» aux (S.) et à la tropéïde [0^3] y prises deux à deux dans l'un et 
9 dans l'autre de ces trois séries , forment dans toute l'étendue de 
j; cette [(t^] , un triple système de trajectoires orthotomiques. 

â 

Al^>uî de rebroiisêc- » Nous vcuous dc voir ou'aucune des surfeces (S,) , (S.) ne peut 

luent des surfaces n_ , . . , . V >/ ? V V r 

trujcctoircs ortho- » franchir la limite ou tropéïde [^3], que chacune d'elles pourtant 

y> rencontre à angle droit: donc après avoir atteint cette tropéïde, 
y> il faut aussi que chacune d'elles se rebrousse pour former une 
» seconde n^ppe unie à la première dans toute l'élendue du contact 
y> dés (Si), ou (S.) avec [a-,]; par conséq^ent, chacune des lignes 
» (1,2) interseqtion des (S,) et des (S.), en venant rencontrer à 
)i angle droit la tropéïde [0-3] , change de îiappe sur (S,) et sur (S.) , 
» et rebrousse perpendiculairement à la même [^3], 

y> Par conséquent , encore , toutes les otthotomiques ( 1 , 5 ) , 
5> placées sur la mènifi (Si) > ^^ venant par leurs intersections suc- 
» cessives former leur tropique [ 1 , 5 ] sur [^3) , toucheront ce tro- 
» pique sur [0-3] , et changeront de nappe en se prolongeant toujours 
y> sur la même (S,). Enfin , ce tropique sera pour les deux nappes 
» de (S,) une véritable arête de rebroussement. 

7> De même, toutes les trajectoires (a, 5) placées sur une même 
» surface (S,) , viendront toucher leur tropique [a , 5] sur la tropéïde 
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» [ o"8 ] , et ce second tropique sera pour les ( S» ) ce qu'était le iy«« mémoirîi:. 
» premier pour les (S,) , la limite de deux nappes distinctes , en un 
» mot , une véritable arête de rebroussement des (S.). 

» Ainsi sur la tropéïde [cr^] , les projections (i , 3) forment une 
y> première série d'arêtes de rebroussement qui sont respective- 
» ment les tropiques des (S.), premier groupe; les trajectoires 
j> (s/ 5) forment une seconde sérié d'arêtes de rebroussement qui 
j> sont respectivement les tropiques des (S.) , second groupe , et 
» chaque tropique de la première série coupe à angle droit tous 
y> ceux de la seconde série ; mais nous venons de voir que les 
y> trajectÔBres (1,3) ont toutes un point tropique ou point de re- 

■ 

y> broussement sur [^3] qu'elles atteignent à angle droit : 

» Donc enfin , les tropiques de (SJ, les tropiques de (S.), et les 
y> intersections (1 , a) des sur/aces (S,) avec les (S.), forment sur 
» la tropéïde [^3] , le système général de courbes orthotomiques 
» dont nous avons démontré Inexistence il n'y a qu^un moment. 
y> D'ailleurs toQs les résultats que présentent les relations des (S3) 
y> avec les (S,) et les (S»), sont également applicables aux (S,) et 
D» aux (S«) considérées respectivement par rapport à la combinaison 
y> des deux autres groupes de siurfaces (S.) ^83) ; (S,) , (S,). Ainsi le 
» système complet des orthotomides (S,), (SJ, (S3) présente en 
» général trois tropéïdes bien distinctes [^,] , [(tJ , [0-3], dont chacune 
y> est touchée par toutes les sur&ces orthotomides et' leur sert de 
D limite. Mais chaque tropéïde est touchée tangentiellement par les 
» orthotomides d'un premier groupe, et normalement par celles 
» des deux autres groupes , dans toute l'étendue des lignes tro- 
» piques réciproquement orthogonales : enfin ces tropiques sont 
» pour les deux derniers groupes de vraies arêtes de rebroussement 
» placées tout entières sur la tropéïde que l'on considère. 

y> En général , chaque orthotomide ( Sj ) a donc deux tropiques 
y> bien distinris » l'un produit par les intersections successives des 
» (1 y â) sur la tcopéïde [a*.] 3 l'autre par les Intersections successive» 



\ 
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1V«* BiÉMOiRK. » des (i , 3) SUT la tropéïde [^3] : ces tropiques se coupent à angle 

» droit , et sont Tun et l'autre de vraies arêtes de rebrbussement 

3) de la surface (S,) qui les contient. 

« 

Df. lignai bypmro- » Ck)nsidérons maintenant , sur la tropéïde [dj , les tropiques [1, ai] 

y> des (S.) ; cherchons la courbe formée par leurs intersections 
j> successives , c'est-à-dire , le tropique des tropiques [ 1 , a ] , ou 
j> Vhypertropique [I, II] des surfeces (S,)- Deux tropiques con- 
» sëcutifs [ 1 , 3 )', [ 1 , a ]'' appartiennent à deux sur&ces (S,)', (SJ' 
. 7> aussi consécutives ; cela est évident : donc Fintersection des deux 
j> tropiques est sur la surface [a*.] , tropéïde des (S,). Donc tous 
» les points de Vhypertropique [ I , II ] sont sur [0*,] ; mais par 
» hypothèse , ils sont placés sur [«-J ; donc Thypertropique des (8,) 
D est la conimune intersection [ I , II ] des deux tropéïdes [0^ J et 
D [^J ; nuus par les mêmes raisons , l'intersection de [^rj et [0-,] 
7> est aussi l'bjpertropique des (SJ : donc, enfin , l'intersection de9 
» tropéïdes (o*,) et (a^) est à la fois la courbe hypertropîque des 
» (S,) et des (SJ. Ces bypertropiques étant des lignes extrême-i- 
D ment remarquables , il convient dp 9'arrêter un moment à leur 
j» examen. * 

y> Il est évident que les tropâ'des [tf*.] et [^J étant respective- 
3» ment tangentes aux sur&ces orthotomîdes (S,) et (S.) , si les tro« 
Y) péïdes se pénètrent réciproquement , elles ne pourront le Ëdre 
» qu'à angle droit. Donc ces (S,) , partout normales à [«■,] et & [«-J, 
3D traceront sur ces tropéïdes les courbes tropiques [3> i]> [3> 5»] > 
» normales entr'elles et à Th jpertropique [ I , II ]♦ 

» Comme la sur&ce ($s) ne saurait dépasser les tropéïdes [a*,] ^ 
D [^J , il faut que le point d'intersection de deux tropiques [3, 1], 
^ [3 9 a] 9 soit pour l'un et pour l'autre un vrai point de rebrous* 
D sèment Ce point placé sur la ligne hypertropique , sera donc la 
}> limite commune des deux tropiques [3 , 1] , [3 , a] de l'orthoto^ 
jè piide (S^). Il ^^9l pour nous le point hypertropique de la sur&ce 
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y> (S3) ; par conséquent, la courbe d'intersection des tropéïdes [d-J , iy«« mémoire. 
» [erj , ou la ligne hypertropique [I, II] , n'est autre chose que la 
y> série des points hjrpertropiques des surfaces primitives (Sa), 
» Voici quelle est la forme générale de la surface (83) à son point 
» hypertropique H, fig. 7. 

y> Ce point étant un goînt de rebroussement pour. les deux tro- i>« pojnti 

bjpeitropiques. 

y> piques [1 , 3] , [a , 3] , est le point de concours de quatre branches Fonnt rcmaniuabie 

» Ha, Ha'; Hff, Hff' de ces deux tropiques; mais chaque point ^i^'^^** **" "^ 

» a, oJ...Xy C... est un point de rebroussement des trajec- 

» toires (a, 3) ou (1, 3) : on a donc quatre feuillets y^ (^,y, cf' 

» qui viennent se confondre en H avec le plan normal au même 

» point à Phyperlropique [I, II]. Il semble qu'ici les points hy7 

» pertropiques ne pouvant développer les sur&ces (S3) complè- 

j> tement autour d'eux, les plient chacune en quatre nappes dont 

y> la superficie remplit en ce point un quart dii plan tangent. Cette 

y> forme est vraiment remarqui^e ; elle fait , conune on voit , du 

» point H, la limite des tropiques «Ha', f H^' de l'ortliotomide (83) , 

» ou le point tropique de ces courbes tropiques. C'est ce que 

» j'appelle le point hypertropique de la sur&ce (S3). Ainsi donc, 

» chaque surface (S3)doit généralement en avoir autant qu'il y a de 

» points communs à cette même (S3) et aux deux tropiques [^,], [0*.]. 

a 

» Nous allons maintenant examiner les cas singuliers où les points 
» hypertropiques présentent des formes entièrement différentes. 

7> Supposons d'abord que l'une des tropéïdes, [^s], par exemple, se d« poînti remattin^. 

^_., ir-»^ 1' Wc« OÙ Ja forme dcf« 

y> réduise a une bgne courbe {^3}. Cette ligne ne cessera pas pour surfaces est sembla- 
» cela d'être le lieu des tropiques [1^3] , [a, 3] de toutes les surfaces paHec^nc.'hrar 
y> (S|) , (S,). Mais comme cette ligne tropéïde doit être alors le lieu des 
» intersections successives de toutes les (S3):, il faudra que chaque 
y> (S3) contienne cette ligne tout entière. Dans ce cas » chaque poipt O 
^ de {cTj}, fig. 8, représentera tout un tropique [1, 5] , Ih 3] des ortho» 

52 
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ivp« Mémoire. » tomides (8,) et (S») , c'est-à-dire ^ qu'au point passeront toutes 

» les courbes (i, 3) appartenant à la même (S,) , et toutes les 

» courbes (3,3) appartenant à la même (S,). Ce point tropique O 

» sera 4qûc . pour les surÊices (S,) et (S,) , ce qu'est le sommet 

3D du cône par rapport à cette surface ; les courbes (a , 5) ou (i, 5) 

» étant respectivement représentées par leurs tangentes arêtes d'un 

y> cône dont le centre est en O. Il est fecile , en eflfet, de se con- 

» vaincre qu'on peut toujours concevoir deux cônes dont le centre 

» soit en O sur la courbe tropâ'de , et dont les arêtes soient res- 

y> pcctivement tangentes aux courbes (1,3) de (S,), et (a, 3) de 

y> (S.). Il faudra donc qu'à partir de ce point O qui lui seul est une 

» des trajectoires ^ on trouve pour lignes d'une des courbures des 

y> (Si) et des (S«) des courbes fermées y et d'autant plus petites , 

y> qu'elles seront pluft voisines de lui. 

Des omhiiies, y^ sî l'unc dcs sutifeces (S,) , OU (S.) , flg. 9 , (S.) , par exemple , avait 

' ^ un point de rebroussement O sur («Ta} , ce point appartiendrait 

» nécessairement à la lr(^éïde PB] : donc il serait un point hyper^ 

7> tropique snr la surfkce (S,). Cependant le cône tangent à (S.) 

j> au même point , se réduirait à un ^Iknple plan y et le point O ne 

» serait plus en apparence un point singulier de (8.). Mais il serait 

» toujours le représentatif d'un» Ugne trajectoire ( i , a ) , d'où les 

y> courbes trajectoîpeigi (i , 5) divergeraient comme autant de rayons 

j> partis d'un seul et même centre; toutes les courbes trajectoires (1,2)^ 

». au contraire , formeraient, à partir de ce point , des courbes fer- 

7> mées autour de lui, d'abord infiniment petites 1 puis successive- 

j> ment de plus en plus grandes , et enfin d'une forme quelconque^ 

» fermées ou non fermées selon la nature de la surface (S,). Ces 

y> points hypertroplifuea singulietrs , sajos en avoir l'apparence , ont 

i> été particulièrement n^^mmés ombilics ; cette dénomination est 

^ réellement très-heureuse ; et; chante la plupart des dénomina* 

y> tions empnmtées^:auxLiu||iBiM|i97 «Uer p son caractère avec elle: 
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y> sânsi , par exemple , les latins eussent appelé du nom d^omhilic, lYm» mémohe.- 

% le centre de la suriace du parasol , et c'est efifecUvement un véri- 

» table ombilic de l'espèce que nous considérons. Si l'on* réfléchit 

» maintenant sur ce que sont les trajectoires du système d'orthoto* 

j> mides dont nous nous occupons , on dpperceyra&cilementriden- 

^ titdde ces points avec les ombilics de première espèce donnés par 

y> les Kgnes de courbure des surfiices. (Yoyez Mémoire ÎII y art. lY). 

» Lorsquela surface du tropéïde [0*3] se réduit simplement à une 
7> ligne courbe {^s\j comme dans le cas (que nous venons d'exa- 
)» miner ; par cela même qu'elle devient la commune intersection 
3» de toutes les sur&ces (Ss) , chacun de ses points est commun à 
ï> toutes les courbes (1 , 5) d'une même (S,) : chaque sur&ce (S,) 
y> est par conséquent perpendiculaire à la courbe {^3^. Donc celte / 

y> courbe elle-même n'est autre chote quTkne des tnqectoires orlho- 
)» gonaks des (S,)|rc'est*à-£re, une ligne (d , 3), Donc la courbe {^3} 
» est toute entière sur une certune sur&ce (Sg) ; mais chaque point 
» de cette courbe représente une ligne (a, i): donc la courbe (^3) 
3» elle-même représente toute une. surface (S.). Les autres (S«) sont 
y> donc des espèces de canaux dcnit cette ligne est comme un axe ; 
» ces canaux s'enveloppent successivement, à mesure qu'ils ont ua 
;^ plus grand diamètre, et générialement ne se pénètrent pas. 

j> Si, par exemple, nous supposons qu'une sphère d'un rayon va- 
3» riable, mais toujours infiniment petit, décrive par son centre la 
1^ courbe {a^s\ l'enveloppe de l'espace qu'elle va parcourir, sera 
j> l'une des surfaces (S.), les Ugnes longitudinales de courbure seront 
y> les l^es (9, 3) et les petits cercles caractéristiques seront les 
» lignes (1,2). 

y> Nous allons bientôt trouver un autre genre de lignes \crs\ dont 
j> toi]|s les points seront aussi les ombilics de (S,); mais des ombilics 
» qui jouent stM* les sv&pM^ uurâlç bien di^rent.. 

» Bif toujours dans k: même su{^K)5itiop^ on conçoit- en Qutre sont •qmi det points 

bypcrbolkiiifli. 
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IY»« MÉMOIRE. » que la surface (S.) qui enveloppe immédiatement {o"s} , la renr 

» contre en un seul point , ce point se trouvant sur deux (S.) , sera 
» sur leiiv tropéïde [u^] , mais il est déjà sur la tropéïde [0*3] : donc 
» il est un point hyper tropique. Et comme cette hypothèse ne 
y> change rien à la forme des lignes de courbure des (S,) autour 
3> -de leurs ombilics , ces ombilics sont aussi une espèce de points 
» hypertropiques ; mais ils sont bien différents de ceux dont nous 
^ avons y en premier lieu, fait connaître la forme, et qui présentent 
}) quatre feuillets rectangulaires superposés. 

Seconde espèce. >> II cxistp cucorc par rapport aux lignes orthotomiques (1,3), 

» (2 , 3) , (3, 1), fig. 10, un genre d'ombilics qtfîl est très-important 

y> de considérer sur les surfaces orthotomides (S,), (S.), (S,). C'est 

» celui qui se présente sijjr les surfaces (S,) , lorsque deux branches 

y> des trajectoires (1 , 3 ) , par exemple , venant à se resserrer do 

».plus en plus, se confondent enfin en une courbe unique {I,III}. 

y> Cette courbe est brusquement terminée en un certain point G 

y> dont les autres courbes ( 1 , 5 ) approcheront aussi près qu'on 

» voudra , mais sans pouvoir dépasser ce point limite. Si 

7> maintenant nous considérons les orthotomiqfUes ( 1 ^ 3 ) , nous 

7> verrons qu'à partir des différents points de 0{I, III}, elles doivent 

j> s'étendre en sens contraire des orthotomiques (1, 5), afin de 

» les couper constamment à angle droit. De plus, il ne faut pas 

y> qu'infiniment près du point O ^ ces courbes ( 1 > ^ ) coupât le 

» prolongement de {1,111} ; caries orthotomiques (1, a) présen- 

yi teraient un système de courbes fisrmées autour du point O qui 

» deviendrait un ombilic de première espèce, et pair lequel toutes 

ji> les courbes ( 1 , 3 ) devraient passer , ce qui est contraire à 

y> l'hypothèse actuelle. Donc îl £iudra que les courbes f 1 i a ) 

y> s'étendent le. long dii prolongement de {I, HI}^ cotÈiné *Uk 

y> courbes (1 ,' 5) ô'otonldcnt le long de {I, III} même : donfètàêê^ 

;:: ' i ' ^ ce pl^bïBiiéëtnëiit bei^ là ligâe {T, II} dans laqaeUe dêttx InîÉMIfê 
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• ■ » 

» eiV, ti/& de (ly s) se réunissent en une seule branche, pro- ivaa mémoire. 
s> priété vraiment remarquable. Relativement à la sur&ce (S,) qui 
>2i contient toutes les trajectoires ( i , 3) et celles (i, a) qui se 
3> croisent simultanément, le point singulier est ce qu'on entiçnçl 
^ .par ombilic de seconde espèce. 
, » Si nous répétons le même raisoEffliement pour chaque nouvpUe 
>> sur&ce (S,) , nous trouverons de la sorte une infinité de parties 

» {I, III} O et de parties 0(1, II} qui seront le simple prolonr- 
6) gement des premières; de manière que Feasembl^ de^ courbes 
» {ï, III}0{I, II} formera dans l'espace une, certaine étit&Ce; 
» la suite des points O tracera sur cette sur&ce une certaine ligne, 
» et cette ligne la divisera en deux parties qui jouetont un rôle biea 
^ • différent dans le système général des orthotoïnides ; car Tune ^ de 
y> ces parties représentera deux, nappes d'une des (S«), réiuiie$ <!& une 
> seule nappe; et l'autre rejirésentôra deux nappes d'une des 9uf- 
3» i faces (S3), pareillement confondues en une seule. Cette courbe 
» sera doncyJti je puis parler ainsi, la suite des points de p^r- 
9 tage des sùMces (Sft)/dû second groupo ^ :ot di» celtefl CSrX^^ 
:» troisième : enfin, cette cpdtbe traôera sur les surfaces r(6i), des 
9> points singuliers qûr seront* autant dhnthilics de seconde e^pèce^ 
*y> relativement à ces suriàces (S.). Nouis verrons ces diverses coo- 
D sidérations devenir' plus sensibles en s'appliquant à la courbure 
9» des surfacesl du second degré,. qui xious p£Qriront dçs onabilics et 
» des li^es ombilicales de ce genre. ' • > - 

' » Il est facile d'apercevoir la raison métaphysique jde Ces ôer^ 
y> mères propriétés. Sans doute il est des cas où leb sur&ces (S») 
30 sont distinctes des surfaces (S.), conune les (S.) des (S3) , ce qui 
7> forme trois séries de surfaces ^un4^ chacune à des lois difie- 
y> rentes : ainsi, par exemple, une série de sphères concentriques , 
j> ]Ane; série de plans wcrîdi«n| ,. luie série de cônes ayant pour 
. » -Jl^ages des parallèles , foTjp»eroot \m système , de sur£ices trajeo- 
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IVb< mémoire. ^ toires orthogonales , et pourtant les sphères , les plans , les cAnes 

9 seront donnés par des lois bien différentes. Mais en général, il 
D ÊniC considérer les trois séries de soriaces comme trois ramifi-^ 
^ cations d'cm s^tême nniqne, et c'est pour passer d'une manière 
31 continue d'une de ces séries à Tautre série, qu'on trouve les 
» ombilics et les lignes ombiKcales que nous venons de faire con* 
3» naître. Ceci deviendra beaucoup plus clair par l'application auSc 
if surËicës du second degré. 

» Observons en passant que la surface singulière commune à 

» la fois aux groupes^ (6.) et (Ss) présente un sjrstéme de trajec* 

» toires (d , S) sur les (S» ) , et (3 , a) sur les (Ss) qui deviennent 

1» un seul et même système continu. De plus , la* courbe lieu des 

3» oitibilics est èridenmient une de ces trajectoires (2,3),puisk- 

3» qu'elle est coipmune à deux surfaces de difierents groupes 

' y> (Si) y (S.). Donc, il &Ut que le tropique [a , 3] des (S.) placé sur 

* [^s], et le' tropique [5, »] placé sur [d'J forment les deux parties 

3» i^une seule et même cOÛrbe/Oette courbe est àJjT fois pour les 

D deux trc^ide^^ tm véritable tropique ot) arèfle de rebrousse^ 

3» ment; «t les pdliiks miayqués itar elle, par les Bur&ces (S.) étant 

<3» àlafâi8CoiâMuasii[9;]et^^,]^soat', pour la sarfbce (S,)t>assant 

D par chaque point ^ m point hjipertropique. Cet hy|>ertropiqtie est 

y> donô encore d^me espèce difi^ente des deux genres que nous 

-3» avons déjà reconnus ; mais son examen rendrait trop longue une 

» discussion de points singuliers qu'on trouvera peut^re déjà trop 

D étendue. ContentcmsHraQS dTcbserver encore ici que les sur&ces 

10 du second degné nous oflbirant des eiKemplesdé ces points ombt« 

3i> lies et de ces lignes ombilicales. 

TiMforteie. ' » Lorsqu'atteignant la tropéi'de [^3], les lignes trajectcnres (i , 3), 
» par exemple, fig. 11, perdent leur courbure, alors le tropique 
3D (1,3) de chaque sar&ce (S.) jqnic d'une propriété remarquable 
3» relativement à la tropéïde [^3] qui le contient Scnent^ efièt 
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n les deux trajectoires iBÛniment voismes (i ,3)^ ( i , 3)', et qui se vf^ mémoire 

j» coupent en p sur leur tropique [i, 5]. Les élémjents ppj p^' 

y> de ces deux courbes seront rectilignes, et le plan fjp^' sera 

» osculateur à ces deux courbes, ainsi qu'à l^qr tr<^ique [iy3] 

y> qui contient ^p et p^' ; or ces deux éléments étant placés par 

» hypothèse sur la même (S,), le pian ^pf' est tangent en/? à (S,) , et 

^ par conséquent en ce même point normal à la tropéide [^3] ^*K D'où 

y> résulte ce ûiéorême: Si /es trqj€cU)ires{i^Z)^^€Ull€ursenti€reme7U 

}E) arbitraires , perdent leur couH>ure en atteignant leur tropique 

^^ [^9 3] ^ /e5 plans osculateurs de ce tropique serçntjiormaux 

y> à la tropéïde [0^3] qui les contient, et par conséquent, chacun 

y> de ces tropiques sera la ligne la plus courte qu'on puisse 

ï> mener entre deux quelconques de ses points sur la surface 

j> tropéïde qui le contient. 

>i Jusqu'ici nous ayons laissé nos sur&ces trajectoires dans la plus 
7> grande généralité que puisse con^rter leur cffthotomie, et: les 
» résultats» auxquels nous sommes parvenus , sont par conséquent 
» susceptibles, de s'appliquer à tous les genre» de^^urfaces. Des- 
y) cendons maintenant peu à peu de ce degré de généralité. Il .est 
» utile d'obseryer comment la géométrie ^ après s'être élevée tout 
» d'un coup aux principes les plus généraux , peut devenir élé« 
y> mentaire , ensuite par la fecilité des c(mséquences et la simplifia 
y> cation des résultats qu'elles présentent. 

9 Au lieu de regarder comme arbitraires toutes les surfircës Da système d'ortho- 

/Q \ /o \ /o \ ^ 1 r^ \ ' ' tomidci , lorsque 

» [pih (Pft)» (^3)9 supposons qu'une seule (S,) conserve sa genc- deux groupe de 
7> ralité , tandis que les (S.) et les (^) Sôntassi^éties. à devenir dé- •::;Î^,V^^^ 



■ » ■ ■ ■ ■ >■ 



(^ En effet , U tropéïde [0*3^ étant partout tangente à quelqu'une des (S^) , 
et les (S3) partout normales aux siflCïcer tSi> i- «1 ^«> ••^j ^pi#-la tropéïde £^J 
•oit partout ;iOQPidp fmrWfUcfê ©iJ. : . : .;j .j^v^ii u. . 
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iv«« MÉMOIRE. J> reloppables.' Voyons d'abord si cette hypothèse est généralement 

» possible. Nous savons que les normales de (S,) se coupent con- 
of) sécutîvement lorsqu'elles partent des points d'une même ligné 
j> trajectoire (i ,2) ou (1 , 5). L'ensemble des normales de (S,) four- 
» nies par une seule trajectoire, forme donc constanmient une 
7> surÊâce développable. A la série des trajectoires (i , a) de (S,) ', 
y> correspondra celle des surfaces déreloppables (à^) ; de même , à 
» la série des trajectoires (1 , 5), correspondra celle des dévelop- 
y> pables (A3). ' 

y> Il wt' évident que les normales de (S,) étant coimnunes à ces 
» deux systèmes développables (A.) , (A3) , elles en seront respeo^ 
y> tivement les communes intersections^ et l'angle formé par les 
y> développables^ de* différent système étant égal à celui formé par 
y> les (S.) et les (S3) auxquelles elles sont tangentes , il âudra que 
y> les dévèloppableé (A.) coupent les (A,) à angle droit dans toute 
» l'étendue des normales à (8,)- 

y> Par conséquent, étant donnée une surface quelconque (S,), il 
» est. toujours poooible de concevoir un système général de Ira- 
.y> jeçtoires orthogonales, composé de la manière suivante. 

» Premier g^upe. La surface (3i) et toutes, celles (S,/, (SJ'^ 
» (Sj)'''. . . i qu'on formera par ua accroissement ou par un décrois- 
y> sèment uniforme de toutes les normales à (S,). 

y> Second et troisième groupes. Les surfaces développables des 
» normales à (S,) : et toutes les sur^ces d'un des groupes coupe- 
yr ront à angle droit chacune des sur&ces des deux autres groupes. 

Conduîi \ )a A^ric , » Nous savous d'àillcurs que les trajectoires (1 , a) et (1 , 3) sont 

gcDérale des lignes . i i j /o \ 

de courbure des » Ics lîgncs dc plus grande et de momdre courbure de (hj ; par 
sur aces. .^^ conséqucut , un premier groupe de développables , les (A.) , par 

y> exemple , tracent sur les primitives (8,) toutes ks lignes (1, -a) 
j) de pbis grande courbure ,. etie second groupe de développables^ 
» les (A,), toutes les lignes (1 , 3) de moindre courbure. 
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B Passons maintenant à Pexamen des surfaces tropeïdes de* ce iv«t mémodms. 
» nouveau système. Si nous supposions qu'une arête (d , 5) de (A.) , 
» c^est-à-dire une normale de (S,), prenne successiyement toutes 
» lies positions possibles sur la même déyeloppable (A^), les inter- 
pi) sections successives de cette droite engendreront le tropique 
B [â, 5] de cette développable : c'est ce qu'on appelle son arête 
^ de rehrojussement Mais en changeant infiniment peu de position , 
Ji la droite tourne autour du point qu'elle a sur le tropique [d, 3], 
D tandis que le^point de cette normale ,^lacé sur (S.) , décrit dans 
B l'espace un petit arc de cercle tout entier sur la primitive (S|) , 
3> tout entier sur la développable (A,) que l'on considère , et par 
» conséquent tout entier sur la trajectoire ( 1 , a ). 

» Ainsi chacun des points du tropique [ a , 3 ] est un centre de 

» courbure pour la trajectoire (1 , 2) ; le tropique entier est la dé- 

j> veloppée de la trajectoire. De même , les sur&ces développables 

y> (A3) tracent sur (S.) des courbes (1 ^ 3) dont les centres de cour- 

» bure çont les points correspondants des tropiques [ 3 , a ] ^ et 

D dont ces tropiques mêmes «ont par conséquent les développées. 

» Observons maintenant que tous les points de la normale de (S,)^ 

y> placés entre (Si) et le tropique le plus voisin, sont plus près du 

)E> point d'application de la normale, que de tout autre point de (S,), 

» et qu'au contraire les points de la normale au-delà du second 

D tropique , sont plus loin du point d'application que de tout auti% 

3) point de (S,) : donc en deçà et au-delà des deux tropiques, aucun 

D point de la normale ne peut être le centre d'un cercle oscula- 

y> teur de (S J au point d'application ; donc les points de la nonnale , 

3) placés sur les deux tropiques, sont les centres du plus petit et du 

» plus grand cercle osculateur de (S,). Ces points ont été nommés 

1^ centres de courbure de la sur&ce(St), parce qu'ils fixent les limites 

1» de cetto^courbure que, d'ailleurs, ils déterminent complettement 

; 2> La direction du plus petit T3cxoU^4t(àai.sur( 6k) celle de la 

3» plus grande courbure des sections normales, si, sur^S.), l'oti 

55 
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iv»t MÉMOIRE. 3> suit toujouFS la direction de plus grande courbure , on décrira 

» ce qu'on appelle une ligne de plus grande courbure; si an 
j> contraire, on marche toujours suivant la direction de moindre 
» courbure, on décrira une ligne de moindre courbure; mais alors 
» on aura parcouru les traces des dé^eloppables (A.) , (A,) sur (S,) , 
D et ces traces se coupent partout à angle droit : donc les lignes 
ï> de diflerente courbure se coupent constamment à angle droit 
}> C'est un des principes fondamentaux de la théorie des lignes de 
» courbure. 

D II est évident, d'ailleurs, que la courbure des arêtes rectiHgtiés 
» (2, 3)j (2, Sy, (2, 5)"... intersections successives des dévdoppables 
T> ( A.) , (A3) , est nulle au point où ces arêtes atteignent les tropéïdes 
» [o-J et [er,]. Or, dans ce cas , nous avons vu que chacun des 
>; tropiques est la plus courte ligne qu'on puisse mener entre deux 
T> quelconques de ses points sur la trôpéïde qui le contient : donc 
y> chacun des tropiques des sur&ces développables (A^ et (A3) est, 
y> entre deux quelconques de ses points , la ligne la plâs courte 
D) qu'il soit possible de mener sur fa trôpéïde \tr^ où [c^J qui le 
^ contient ; c*est-à-fire que les lignes des centres de l'une et de 
» l'autre courbure de {S^),^ sont les Kgnes' les plus courtes qu'il soit 
» possible de mener entre deux quelconques de leurs points sur les 
» surfaces des centres de courbure. 

3> De plus , chaque normale ( d , 3 ) de (S,) est tangente aux deux 
» tropéïdes (aj et (0-3) j la développable (A.) qui passe par cette 
yy normale , est tangente k la trôpéïde [o^J , et normale à la tro:- 
y> péïde [a-,] ; au contraire la développable (Aj) qui passe par la 
D même normale , est nonnale à la trôpéïde [0*^ , et tangieixte 9 
3> la trôpéïde [a-,] : tfou il suit que les deux trdpéïdes [tr^ et [^3], 
y^ vues d'un même point , offriront des coîntours. apparents , réci- 
JD proquemeut orthotomiqncid^ c^c^tnà-cUre , dont les projections 
)» se couperont constamment à angle droit : substituez à l'exprès^ 
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» siàn tropéïde ôa cèntra-curpide j la longue suite de* mots : lais^^ mémoibe. 
» sur/ace des centres d^une courbure de la surface primiMpe , 
y> et ce thiéorême se présentera, sous la forme qu'on lui donne 
> ordinairement dans la théorie de la courbure des sur&ces. 

» Observons maintenant que les sur&ces primitives (S^) étant 
» formées par uqe augmentation ou par une diminution uniforme 
y> de toutes les normales , elles ne peuvent se rencontrer nulle part , 
» et par conséquent former leur tropéïde [ ^, ] qui , dans ce cas , 
» n'existe poîn^. Le système particulier d'orthotomides qui nous 
D occupe y ne peut donc avoir que deux surfaces tropéïdes [<r J et 
J> [0-3] , lieux des centres de courbure des (S.) , et par conséquent 
»' aussi , qu'une courbe hypertropique [II, III] , intersection de [(rj 
» et de [(Tj]. 

» Si nous considérons la sur&ce (S,) lorsqu'elle atteint une àts cktndeitngnipLiqii^ 
» tropéïdes , [cr,] , par exemple , elle y trace une véritable arête de ^^^1^^^ 
» rehroussement } c'est le tropique des lignes de courbure (1 1 a). •^'**" 
D De même , en atteignant la tropéïde [<r,] y elle y trace une seconde 
D arête de rebroussement 5 c'est le tropique des lignes de courbure 
» (1,3). Enfin^ (S,) rencontre à la fois les deux tropéïdes [0-.], 
^ [^3] en un point hypertropique semblable à ceux que nous avons 
» décrits précédenunent , fig. 7. Mais , comme on voit, les sur&ces 
y> primitives (S,) n'ont un point hypertropique qu'autant que les 
» tropéïdes [ârj et [(t,] ont à la fois un point de commun avec (S,)* 
y^ Monge y dans son Mémoire imprimé, Journal de l'École Polytech- 
» nique, vol. V, cabier XI , sur les sur&ces dont les normales sont 
x tangentes à la sphère et au cône, indique un des points hyper tro- 
» piques de ce genre \ c'est le point qui se trouve à la fois sur la 
» sur&ce primitive , sur le cône et sur la sphère , lieux des centres 
7) de courlmre. Ainsi , la surface considérée par ce géomètre, ne pré- 
» sente pas un point singulier dont la forme im est particulière ; une 
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ivmc MÉMOUŒ. » înfiDité d'autres sur&ces peuvent jouir de la même propriété, et 

y> nous yenpns de voir quelles conditions sont nécessaires pour cela. 
j> Nous' ayons yu encore que, les ombilics d'une surface (S,) , 
» quelle que soit leur espace , sont des points tels que la trajeo- 
j> toire qui les contient tous , ya rencontrer en un même point les 
» deux tropéïdes [o-J et [o's] : donc lorsque la sur&ce (S.) aura 
» quelqu'ombilic , il faudra que sa nonnal6 ( 2 , 3 ) passant par 
» l'ombilic, rencontre au même point, les deux sur^ces des 
» centres [^J et [a^) , c'est-à-dire , que les ombilics de première et 
» de seconde espèce sont toujours des points de la sur&ce ( St ) , 
y> pour lesquels les centres de plus grande et de moindre courbure 
y> se confondent, et pour lesquels , par conséquent , toutes les sec- 
» tions normales étant d'égale courbure , la siu-fece (S,) deyient 
» susceptible d'être osculée en tout sens par une sphère. 

Secobde simplifie». » Eu Simplifiant notre système général de trajectoires (S») , (S.) , 

ôon du syitdme g^ ,« v < i / • . a 

nénd d'orthotomi. » {03J 9 Qous sommes parycuus a determmer tout ce qui peut être 
c^nrburTd'il^u^e* ^^ relatif à la forme des surfaces, considérées dans l'ensemble de 
•ourbcfc y^ jçyj.g lignes -de courbure. Un degré de simplification encore , et 

» nous paryiendrons à déterminer tout ce qui peut caractériser sur 
» la surface générale (Si) , la forme d^une li^e de courbure indiyi- 
» duélle. Nous pouyons considérer cette ligné (X) comme une sur- 
3> Êice dont un rayon de courbure est partout nul , et nous occu- 
» per seulement de son autre courbure. Conceyons simultanément 
» tracées toutes les normales de cette courbe (A) ; elles seront les 
y> trajeotoires de deux groupes de surfaces orthotomides déyelop- 
» pables ( A, ) , ( A3 ). J'observe Sabord que toutes les normales 
» parties d'un même point de (X) , sont dans le plan normal en ce 
» point à cette -courbe : donc un premier groupe de déyeloppables 
» (A.) sera formé par la série des plans normaux à (A)^ or lés 
3> déyeloppables (A,) ont chacune leur tropique plÀcé dur la tropéïde 
y> [erj des autres déyeloppables (A.) : d'où résulte ce théorème. 
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' )» Si d'un premier point de la courbe (A) on passe au point con- iv>t mémoire. 

y> secutify puis au troisième, au quatrième /etc. . ., et qu'on yeuille 

^ qu'une première normale partie du premier point, soit coupée 

j> par une seconde partie du second p6int , cellerci par une troi- 

y> sième partie du troisième point/ et ainsi de suite , on formera 

y> autant de surfaces développables (As) que la courbe ( A ) peut 

» ayoir de normales en un seul point, c'est-à-dire, une infinité. 

y> Les arêtes de rebroussement jou les tropiques de ces déyelop- 

y> pables (A3), formeront une sur&ce unique, et ce sera précisé- 

» ment la déyeloppable [a* J , formée par les intersections successives 

» des plans normaux (A^^) de la courbe : chacun des tropiques des 

p déyeloppables (A,) sera une L'goe des centres de courbure de 

» la courbe primitive , et par conséquent , la tropéïde déyeloppable 

» [<rj sera le lieu de tous les centres de courbure de la ligne 

» courbe (A). , 

» Mais chaque tropique des (At) , est, sur la tropéïde [^J, la plus 
» courte ligne qu'on puisse mener entre deux de leurs points ; 
y> d'où résulte cet autre théorème : Lés lignes des centres de cour- 
y> bure d'une courbe ( A ) sont les lignes les plus courtes qu'il soit 
» possible de mener sur la sur&ce des centres di^ courbure de ^ 
y> cette même courbe ; de manière qu'en développant la tropéïde 
y> [(tJ formée par les intersections successives des plans normaux 
j> (S.) ', toutes les lignes des centres de courbure se réduisent à la 
» fois à de simples lignes droites. 

» Et par conséquent, toutes les développées d'une ligne courbe 
n quelconque , sont à la fois placées sur une sur&ce déyeloppable 
» unique , où elles sont autant de lignes de plus courte distance 
» entre deux quelconques de leurs points. 

09 Si donc on applique un fil sur chacun de ces tropiques [3, s] 
}» placés sui^ la irop.£Ldû.i^^^ qu'on réunisse tous , ces fils par 
»' une extrémité sur un des points de la courbe (A)', on pourra 
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i\0ê MÉHOUiE. » Sàire marcher ce point sans qu'il cesse d'être placé sur la courbe 

^ primitive, sans que les fils cessent d'être tons tendus, d'être à 

y^ chaque instant appliqués dans leur partie rectifiée sur un même plan 

» (A.) 9 normal à la courbe (X) , et dans leur partie pliée encore d'être 

^ sur les tropiques [5 , s] qui leur appartiennent respectivement: 

» enfin , chaque fil dans ses positions successives devra parcourir 

> évidemment toute une développable (A,) des normales de (A). 

» 11 faudra donc que les parties des fils déjà rectifiées, n'altèrent 
y> pas leurs positions respectives piâr ki continuation de ce mouve-* 
» ment; et par conséquent, que deux mêmes fils fiissent constam- 
» ment entr'eux le même angle : donc aussi les éur&ces dévelop- 
y> pables que ces fils décrivent dans l'espace, font entr^elles un 
j> angle invariable dans toute l'étendue de la courbe ; de manière 
i> que si deux fils sont un moment à angle droit , ils le seront tou* 
» jours , et les deux surfaces développables qu'ils engendreront 9 
y> seront pareillement partout à angle droit. 

Des d«ax conrbares » Si uous observous maintenant que la connaissance par&ite 
nue ligne courbe. ^ ^j^^^^ courbe à doublc courbuTC (1 , 2) ne peut être donnée par 

^ » moins de de^x surfaces développables qui la contiennent a la fois^ 
1^ et que ces deux développables sufiisent toujours à sa définition 
» complette , on verra que dans notre système général de trajeo- 
D toires orlhotomides , chaque courbe (1,3) est déterminée par 
y> une première développable, composée d'arêtes normales à (1, a) 
» et à (S.), puis par une seconde développable composée d'arêtes 
3> normales à (1, a)età (S^); bu, ce qui i^evient au même, com- 
y> pùoée des normales de (1, û) tangentes à (S,). Ainsi doifc, un 
y> rayon de courbure de ( S. ) est àutei le rayon de la courbure 
y> qu'afiectë sur (S,) la ligne même de courbure de cette sur&ce. 

i> Nous savons que la courbure Aûb Bwptmoo^ est détenninée en 
^ un point lorsque les deui rayons de cette courbure sont dé«- 
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9 terminés pour ce même point; mais la courbure qm^ surla sur&ce, iv** hemoire. 

7> caractérise les lignés de courbure , n'est point potir cela déter- 

30 minée ; ainsi , quoique généralement ces lignes aient en chaque 

» point une double courbure arbitrairement dirigée sur la sur&ce ^ 

y> on peut toujours concevoir que ce point soit le sommet d'une 

y^ sur&ce du second degré, osculatrice à la primitiye; et alors les 

y> lignes de courbure de la sur&ce du second degré ne seront pas 

y> osculatrices à celles de la surface oscnlée , comme il paraît 

y> naturel de le pens^ ; elles leur seront simplement tangentes: 

» H est évident, en e&^ty que le plan osculàteur des ligpes de 
» courbure qui se croisent au sommet d'une sur&ce du second 
y> degré, est le plan même de chacune des deux sections prin- 
y> cipales qui se croisent à ce sommet; mais en considérant la 
y> ligne de courbure (i , a) sur (S,), si par les extrémités de ses 
y> rayons de courbure tangents ^ Tun à (8,), et l'autre à (S^) aU 
r> point donné , l'on mène une ligne droite ^ et que par ce point , 
y> on conçoive un plan perpendiculaire à cette droite , il sera le 
)) plan osculàteur de la ligne de courbure ( i , a )• Or , en général 
y> ce plan ne sera normal ni à ( S, ) , ni à ( S» ) , et ne prendra 
y> cette direction que dans les cas particuliers où Tun des rayons 
y> communs à la courbe (i , a) et aux surfaces (S,) ou (S«) , deviendra 
y> nul ou infini. Observons encore que le point d'intersection de 
» la droite et de ce plan , est le centre de plus grande courbure de 
» la ligne (i , a) , c'est-à-dire , le centre de son cercle osculàteur. 

y> Cependant , il est souvent très-avantageux y et surtout dons les 
^ arts y de connaître la vraie courbure des lignes de courbure , et 
» sa direction dans l'espace , parce qu'un élément cmriligpe d'une 
» étendue médiocre , peut toujours se réduire à son cercle oscu- 
» latei»^ et même, si tes cas où Ton se treure l'exigent , cette con- 
}» nairaawoe rend Bc ae la ûmuvi îp k im^ «Mitimia âm o^e- i^œs dans 
]ft une étendue qoelcoÂqoe ; mais , comme nous venons de. le voir^ 
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ivm Mémoire. » il faut ajouter une donnée dé plus à celles qui particularisent la 

yy courbure d'une * sur&6e en un même point ; j'ajouterai que cette 
y> donnée dépend déjà généralement du troisième ordre : aui reste , 
» nous reviendrons plus tard sur ce sujet. 

Cen» des lignef àm J) LoTS douc quo pouT obtcuir les lignes de courbure d'une 

courbure sont coin- n /n \ i i • ■■ 1 i 

piettemeiitdonn<fct » surËice (S,), uous la combmous avec deux autres genres de 
^é^\Z î^^ » surfaces (S.) et (S,), ce n'est point un vain écha&udage que nous 
orthotonodes. y^ élevous pour en rendre seulement quelques parties utiles, et 

y> faire parade des autres. La sur&ce (SJ , par exemple , a sa cour- 
» bure intimement liée avec celle de ( i , a ) , ligne de courbure de 
» (S.), et sert à cômpletter la détermination de cette ligne. De même 
y> la surface (S3) sert à la détermination de l'autre ligne de courbure 
» ( 1 , 3 ) de (S,) , puisque ( 1 , a ) est par rapport à (S.) , conune 
^ (i>5) P^ rapport à (Ss), une ligne de courbure. Le système 
» général que nous ayons considéré jusqu'ici , paraît donc très- 
» propre à Êiire connaître et la courbure des surfaces y et celle de 
y> leurs lignes de courbure dans chacun des éléments dont cette 
» courbure se compose j et c'est, à mon avis, l'un des plus 
» grands avantages que puisse ofirlir ce moyen de trouver les 

jy lignes de courbure des surfaces , si d'ailleurs il est susceptible 

* " 

7> d'en o£Brir «[uelqaes-uns. 

S m. 

■ ; ' . - ■■ I • * 

■ * ■ • 

I 

application des propriétés des surfaces trajectoires orûiogonalesj 
à la recherche des lignes de courbure des surfaces en général, 
et particulièr^ent des suifaces 'dû second degré. 

Dans le paragraphe précédent , je me suis attaché spécialement 
à déduire, comme AfA nnns^quoncM particuMres d'une proposition 
plus générale encore , les propriétés générales de la courbure des 
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sar&ces. Il sëinble que dans Fétat actad des sciences mathémà- iv*» mémoire. 

tiques , le seul moyen d'empêcher que leur domaine ne devienne 

trop .vaste pour notre intelligeDce , c'est de généraUser de*plus en 

plus les théories que ces sciences embrassent , afin qu'un petit 

nombre de Vérités générales et fécondes soit dans la tête des 

hommes, l'expression abrégée de la plus grande yariété deËdts 

particuliers. 

On vient -de itoir que le système général de trajectoires ortho- UtaîuJ de ce lynémc 
tomides n'est pas moins que celui des surfiices et de leurs nor- des lignes de cour 
maies, propre à noua £dre connaître et les lignes de courbure 
et tout ce qui tient à l|i courbure des sur&ces ; cependant il faut 
avouer que souvent le système où deux des trois groupes sont des 
sur&ces développables , est plus simple et plus iacile à considérer 
que le système général : si cela était toujours vrai , les résultats 
que nous avons exposés ne seraient d'aucune utilité dans leurs 
applications , et Ton ne tirerait nul avantage de ce qu'ils peuvent 
offrir de plus étendu. Mais il s'en fiiut de beaucoup quç les choses * 
soient ajnsi ; dans un grand nombre, de cas , et ce. sont les plus 
difficiles à traiter , les sur&ces développables , soit par un degré 
plus élevé , soit par leur nature particulière , sont moins aisées à 
discuter que d'autres sur&ces qili seraient pourtant à double cour- 
bure y et qui n'en doivent pas moins alors être préférées. 

La recherche des* lignes de courbure 'des surfaces du second Exemple oWat ^ 
degré , eu nous ofiBrant un exemple étendu et remarquable de la oood degré, 
méthode que nous proposons / fera voir qu'il est en effet des sys- 
tèmes de surfaces à double courbure , beaucoup plus avantageux 
que celui des sur&ces développables des normales ; et c'est , si je 
m me. trompe f parce que cette méthode offre une infinité de so- 
lutions diflBgrentes ^- yi^ e lù -yent âtre susceptible d^ quelque élé- 
gance.* Ce sera d'ailleurs à saisir dans chaque cas le système le 

54 
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svm MÉMQmK plu8 avantageux, qiie consistera toute Fadresse de celui qui ge 

[Hroposera de remployer. 

r Poor^étenniner -les lijgnes ^dç coûrbiipe des sariaces du second 
de^é, d'après les moyens génerattxque nous y^aons de présenter, 
BOUS âHons sioUs demander qud est le plus simple ordre de sur&ces 
susceptibles de .couper à angle drcHt la sur&ce quelconque du second 
degré (2,) , dans toute l'étendue de leur intersection avec elle. ^ou9 
formerons ensuite tin système de sur&ces ortfaotomides , composé , 
comme nous l'avons dit , de trois groupes dîfierents , mais tels que 
là surrace du second degré que dous considérons , se trouve feire 
partie de Fùn d'eux. Les interéections de cette sui^fàce avec celtes 
de chacun des deuic groupée qtil lui sont étrangers , seront ses lignes 
de plus grande €ft de moindre courbure. 

Nous savons qu'Un frfan ne petrt , dans ime infinité de positions 
diflërentes , couper partoift à angle droit nne sur&ce du second 
degré , si ce n'est dans les cas particuliers où celle - ci serait dé- 
veloftpable , ou de revoMi<»l;' dans tons les autres cas^ il n'y a 
qu'un nonftre déterminé de platiâ qui puissenttjouir d'une sem- 
blable propriété ^ deux seulement pour le pardboloïde et trois pour 
les surfaces ayant un cen^e , totnine PelUpsoïde et les deux hypçr- 
boloïdes. Les surfilées du second groupe et celtes du troisième , né 
peuvent donc pas toutes être planes , lorsque dans le premier 
groupe Se trouve la surfiioe générale du second degré (SJ. 

Ortbotom'M de dttxz Puisquc la surlace du premier degré ne peut être employée dans 
degr^. ce cas , ayons recours a cette qm la 'smt unmédiatement dans 

l'ordre dé la simplicité et dé la fiidlité : demaîidons-nous si les sur&ces 
du second et du troisième groupe, ne pourraient pas elles-mêmes 
être du second degré. Comparons seulement une surface du second 
degré (2.) avec la primitive (2,); et voyons si ces deux sùrfec^s 
peuvent ae couper a ang^c droit dans toute retendue de leur 

côDÀnùne intersection. B &ut piifit cela que nous considérions leà 
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poeitionsrespeetiVea de leurs pMs l^inflf »>ty vajons donc comment iv»» 
DOU8 pourrons y parvenir. .r.i?.. r> . 

Tout phD tangent à la ^bère rotcoBtR tecrift axes coordonaé» 
ractangutaires partis en €ealaré> à deit distances dece œnire qoi 
sont une troisième propcnlioaDdile à ^ordonnée; correspradaote eti 
du rayon : c'est ce que la ccgisîdérarion d'au seul, toac^ tecr^ 
tangle Êdt ymr is[aDûédiÊit/&ta^ ce que 

nous ayons appelé les squtoJ^géntes da jilaa ta^^t ( Voyez Ift 
note in.) .■ . > 

< Maïs dans les courbes du sooon^ deçré^ la soutangeaic est U 
même pour la m^me absoissei, lorsque, l'aide des absciaseie^ est. te'' 
même : donc la valeur que now.vonons dfjadiquer pour les^soii!»^ 
tiangentes de la sphère , donaè aussi la valeur- des soutangenCas^ 
lk>ur les surfaces du second degré. Ces sontangenlfts sont chacony 
.Ih troisième proportionntUie entre l?i^>scîsse at Ja KMMtiié dé l'ïtxe 
correspcmdant sm* lequel est la soutangente. - • •*'., ^ ^ -^ 

Donc les valeurs inverses de ces souttuagenles soot tes ordonnées 
mêmes-, divisées par le quarré 4es demi-axes correspondants» 

Or, pour que deux surfiicea soient if. aogle droit em un point, 
nous av<Kis démontré (note III de ce Mémoire), que la somme» 
des produits des* vt^eurs iflversea conresfKMdaptes , -.que cetl*^ 
sonune, disons- nous, doit toujours 4tre fittUe. Donc, ai deui^ 
sur&ces dû second . degré ayant Blême» plans pdnei^ux, se 
coupent à angle dlroit en Ain certain point, lorsqu'on prendra la> 
somme du quarré des rapports de chaque ordoimée de ce pomt^ 
au produit des demi^^axes parallèles à la même ordonnée , cettOs' 
somme sera nulle. 

Mais on peut toujours coneevoSrun cÔne du second degré, do At 
les coordonnées de chaque point satis&ssent à une telle condition^ 
Ce cône passera jUmm. à JaJ[fiiis.pfg[*j(Qus les points où les deux suf- 
Ëtces du second dené se. coupent, k ^^S^ droft. Ce cène aurtb 
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iY*f MÉMOIRE, mêmes plans prmcipainc que les deux surÊices générales du second, 

degré : donc il coupera chacune d'elles suivant une courbe qui,, 
projetée sup ces plans, ne sera que du second degré. De plus, les 
sommets de ces projections seront donnés par les points placés, sur. 
les plans principaux : cela est évident. 

Si nous exigeons maintenant que les deux sur&ces du second 
degré se coupent à angle droit seulement sur les plans principaux ^ 
sur ces plans aussi les naérnes points appartiendront au cône lieu 
de tous les points où cette intersection se fait à angle droit. Alors: 
le' cône et les deux surfiices que nous' considérons se couperont 
suivant trois courbes qui y projetées sur les trois plans princ^>aux ^ 
seront du second idëgré ^ et de plus , auront mêmes sommets ^^h 
donc elles seroBt identiques. ^Donc/ enfin -^ les deux sur/aces du 
second degré se couperont à angle droit dans toute F étendue d^ 
leur iritenectionj si seuleAient^ leurs sections principales se 
coupent à angle droit. . 

Formation dn sytté- Maintenant que nous connaissons la condition nécessaire pour 
tomides du i^ond Ç^o la surÊicc générale du second degré (2j) soit partout cpupée 
^'^' à angle droit par une autce sur&ce du jnéme opdre , voyons, com- 

ment nous Tonnerons un systênje général de surÊices trajectoires, 
orthogonales du second degré. . 

• Four construire la sur&ce. (2,) qui doit partout couper à angle 
^oit (2,), nous prendrons un point quelconque a sur le grand axe 
OA de (2.) fig.la , et nous tracerons sur les deux plans principaux 
passant par cet axe , les sections principales de (2.) ; lesquelles cour 
peront par conséquent à.an^e droit , les sections correspondantes 
de (2,) : ainsi par la connaissance d'un seul point de (2«), cette 



"W Ou qui du moins auront clpn« «oiant'ota et ûcux points conilnims^ car cetfifr 
eim£ti<m détcrnûne enfièreia^t :Illlè^ isto^ 



. THÉORIE. SfiCTipSi }]|. ^a-.^i a6» 

8Ctf&ce sera coihi>leUemeiitdé(enDiaée.|did^^^ cleux courbes iv«t mémoIre 

aMij AMI, fig. la, du second degré, sont cçjiuixîqi^s et.se couplent 
à angle droit; F et / étant les foyers de, l'une, les rayons vec- 
teurs FM, /M formeqt au point M le même angle avec la courbe 
AI, et par conséquent avec sa.normale M/, tangente à oMLi : donc 
F et / sont aussi les foyers de dMLi : donc , enfîii , deux courbes 
du second degré conaxiques et orthotomiquês oçt les xnêmes. 

m ■ 

foyers; et réciproquement ,. deux courhes du second degré dont 
les foyers ^ont identiques ,, se coupent nécessairement à angle droit 
On voit par la que les sections principales de (S,) et (2») doivent 
avoir les même^foyers , et par conséquent même excentricité. Ovy 
la demi-excentricité dés courbes du second degré est égale à la diffé-^. 
rence des quarrés de leiu's axes : donc, enfin, si les deux surfaces 
du second degré (2,) , (2.) concentriques , et de plus ayant mçnies 
plans principaux,. sont seulement, liées entr'e^Ies f>ar la conditipa 
d'avoir équidifférents les quarrés de leurs axes mêm£ment diri^ 
^^^^ elles se couperont à a/^e droit dans toute l'étendue de leur 
intersection. 

■ ■ • • ■ . ■ ■ ;■ ^ . ;.-.■..■ 

I 

Examinons maintenant la forme et la- position de ces diverses- Dîacnttion de et 
surfaces du second degré ,- dont les quarrés^des axes Varient 'par des ^* "^* 
augmentations ou par des diminutiçus égales. 

Nous pouvons d'abord supposer que les quarrés des trois axes Premier groupe. 
s'accroissent assez pour devenir tous pbsitife ; et comme rien ne EUîpsoides. 
limite cet accroissement , il n'est aucun point de l'espace , quelle 
que soit sa distance au centré commun , qui ne paisse être; regardé 
conome appartenant à l'une de ces sur^K^s : il est d'ailleurs évident 
qu'elles sont toutes des ellipsoïdes^ • 

Si nous supposons ensuite que les quarrés des axes diminuent , 
jusqu'à ce que te pluft.patit,dfi&Jrpis devienne nul, les sur&ces. 
ne cesseront pas d'être- .des eUipsQÏd^s \ inaia çlles, sVyjdatirpj^t ^e 



Ellipse limite. 
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plus en {dus* povif se-, confttfidre enfin arec le plan des grande 
sections pnac^Ies. 

Lorsque le petit axe deyieiit nul, Tellipsoïde devient simplement 
Faire d'une ellipse dont les sommets sont resifectivement anx foyers' 
de toutes les moyennes et de toutes les petites sections principales; 
tandis que les foyers mêmes de cette ellipse sont aux foyers corn* 
muns des grandes sections principâïes. 

Le quarré du petit axe"" devenu niil^ si les quarrés 'des axes, 
diminuent encore ^ le quarrë du petit à^e deviendra négatif; et , 
tandis que les quarrés des deux autres axes continueront à. dé- 
croître , ce dernier quarré prendra des valeurs absolues de plus en 
plus considérables. 



Hypcrbololdea 
hyperboliques. 



Seeondgroupe. Tdut quc k cfOiité ^ mojetk «xe n'aura pas dbninué jusqu'aa 

point é'étire devbnu négatif ou nul , toutes les valeurs que pour* 
ront prendre les axes entre révanouissement du plus petit et'da 
moyen axej toutes ces valeura, dis^je^ correspondront à des by- 
perboloïdes hyperboliques ou à une nappe ; et y comme les ellip- 
sûïdes , ces b^erbolaïdea remplironttout l'espace de leurs points. 

Quand lè moyen aie deviendra mil , Fftyperboloïde à une nappe 
s'aplatira sur le plan dés moyennes sections principales , et ne etera- 
plus que l'aire d'une hyperbole dont les sommets sont aux foyers 
communs des grandes sections principales , et dont les foyers mêmes 
sont aux foyers des moyennes sections principales. 



Troisième groupe, 

Hyperboloides 
elliptiques. 



Hyperbole limite. 



Enfin, les quarrés des axes: continuant encoreà décroitre^appartien^ 
dront à l'hyperboloïde ell^qoe ou k deux nappes,et le groupe com- 
plet de ces nouveaux hyperboloïdes rempfira l'espace de ses points,: 
comme le font séparément les groupes des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes qfue nous venons ijle .former. 

U' n'est dooe aucun pçint de l'espace ^'on ne puisse considérer. 
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GÔRime'apparteBaitt àlaibi8-à'tio:'>eHip8<nS3ev à'aa hjperboloïde iv» mémoire. 

I 

hyperbolique et à un hyperboloïde elliptique ^ «ystéme générsj 
des sut&ces trajectoirea ôrthogooalea^ ojr. ae tr0ttye coipprise 
comme individu^ la Biidace primitive du . second, degré : cette 
sur&ce ayant d'ailleurs la forme la pj^s générale. . . > 

Le système général des orthojlomides du second degré eàt donc Discnttion des iîgnr« 

^ . I . ., . ... . , ,^ . . ^ t^ . ,^ ■ j . * de courbure drb 

composé de trois groqpes particuliers bien distincts. Le premier tnrfaces da «ecood 

formé par des eUipsoïdçs , le second par des hyperbploïdes ^per-r 

boliqùes , le troisième par des bjperboloïdes elliptiques. D'après ce 

que nous ayons démontré sur les propriétés générales des sur- 

Ëices trajectoires orthogonales ou des orthotomides y toutes lé3 

lignes d'une même courbure des surfaces d'un de ces groupes , 

sont donc aussi les lignes d'une fhéme courbure des surfaces d'un 

second groupe : ce sont les lignes suiyant lesquelles ces sur&ces 

viennent se croiser à angle droit 

Ainsi^toutes les lignes dHme dés courbures dé lliyperbolokle à 
une nappe ou hyperbolique^ sont tiussi belles d'une ^es courbures 
de Ifellipsoïde ; toutes les lignes de coqrbure de rhyperboloîde 
elliptique sont celles de l'autre courbure dé l'ellipsoïde : enfin., 
toutes les lignes de la seconde courbure des hyperboloïdes des deux 
genres ^ sont communes à ces hyperboloïdes. de dififêrent genre. 

Je dirais donc, si |e pouvais parler 9JilBi ; Les lignes d'une des 

courbures des hyperboloïdes expdngwnt ce 4u'il y & d'ellipsoïdal , les 
autres d'hyperboloïdal dans c^ .sur&ces ; et les lignes des deux 
courbures de l'ellipsoïde sont précisément ce qui le lie avec les deux 
autres espèces de sur&ces du second degré : nous montrerions 
ainsi comment et jusqu'à quel point notre système de trajectoires 
orthogonales caractérise et décompose la courbure des sur&ces. 

Maintenant que nops «iTona romonp la recherche des lignes de 
courbure des sur&oes ddsecottd degré; à ia^ détermioation des 
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tvjne' MÉMOIRE, simples^ lûtereiéétiôns' de ces 'surfiices ayèc d'autres sur&ces dci 

itnême ordre ; cette opération étant d'ailleurs, ainsi que nous l'avons 
déjà dit , infiniment plds élémentaire qu'une recherche directe , il va 
bous être extrêmement ftcile de connaître et la nature, et la forme ^ 
et Ie3 propriétés de ces lignes . 

L'intersection de deux sur&ces du second degré , projetée sur un 
plan quelconque , est généralement une courbe du quatrième degré : 
mais . quand les detax sur&ces sont à la fois symétriques par rap- 
port 1^ plan de projection , les poiilts de leur intersection se con^ 
fondent deux à deux en se projetant sur ce plan , et le degré de la 
courbe s'abaisse par conséquent de la moitié. 

Leur» projeciioni siir j/ ^j^/^ j^ /^ g^^ /g^ Ugues^ de courburB des surfaces du 

les plans pnncipaux •* w . ▼ ^ , 

«ont de. courbes du secoud degré se projettent sur chacun des plans principaux sui- 

jsecond df gof. • ^ 9 ^ • Jr jr jr 

vant des lignes courbes du second .degré , dont les axes sont 
placés sur les axes mêmes de la surface. 

Jusqu'ici nous n'ayons envisagé que le système de trajectoires 
orthogonales,* formé par des surfaces du second degré. Nous avons 
déterminé tout ce qui peut être relatif à la composition générale 
Ide ce système, et nous venons de reconnaître à quel genre ap- 
partiennent les courbes de trajection qu'il présente. Il nous reste 
à considérer le système de lignes trajectoires orthotomicfues , 
formé par les courbes intersections de ces surfaces. La détermi- 
nation des divers éléments de ce nouveau' système , sera celle 
même des lignes de courbure des sur&ces du second degré; et 
comme tous les genres possibles de ces sur&ces sont à la fois 
renfe^rmés dans un seul des systèmes généraux que nous venons 
de former, l'examen d'un seul système de trajectoires orthoto- 
niiques du second dègre nous fera connaître les lignes de courbure 
de tous lés gem es possibles de surfaces du même ordre. 

Four plus de clarté , nous allons démontrer avant tout, un 
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tbéorâme pl^sqa'éTident^ par vluMOBèine V fit>qiie coAnaJfléeat * ceux lyn^ néhoire; 
^qm ont les moindres notions do géotnéàîè/âeacriptivQ. Notis en* 
tirtrons ensuite une con8équeii|||, -qui- feraxdmifutre d'un seul 
€i€Mp d'ceîl, le système général des lignes de courbure des surfaceè 

du second degré. ■ * 

- Chaque nwmale d'une sinrfiice est ^ aussi la normale de toutes 
les courbes tracées sur cette suriace'yÀ partir du point d'applica^ 
tion. Mais si l'une de ces courbes est supposée plane et horizontale; 
toutes ses normales, à partir du même point d'application y vont être 
dans un plan vertical unique : leur projection unique sur le plan ho- 
rizontal de la courbe, sera donc la normale proprement dite de cette 
courbe. Donc, si l'on coupe la surface par un plan de projection 
quelconque , en chaque point de la section , la normale de la surface 
aura pour projection la normale de la section même. 

Considérons maintenant dans notre système général de surfaces 
trc^ectoires Qrthdgônales du second degré "(2,), (2J, (Sj), une 
surface (2,)^ elle est partout rencontrée à aidgiè droit par queK 
qu'une des courbes (a , 3) intersections des (2.) et d^ (Sj). Donc 
si ^ar un point donne de (Z.) , on fait sur elfe lÀé section plane ^ 
la courbe orthotomique ( a , 5 ) qui passe par ce point se projettera 
sur le plan coupant, normalement à la section. ... . 

Four fixer les idées , supposons horizontal un des plans princi- 
paux du système des surfiiceâ (2,), (2,), (Sa)- Si par un point 
d'une courbe d'intersection ( a , 5 ) , on mène un plan horizontal , 
il coupera la sur&ce (2,) passant par de point , suivant une courbe 
qui projetée horizontalement , devra couper à angle droit la pro- 
jection borizontale de ( a , 3 ). 

Mais ces deux projections sont deux coi^bes du second deffre ^VroiectionêdcêWf^nn 

"a* :i 1 A /-, \ irajectoirci ortlio- 

ayant. leui:s axes diriges sur les ax^s mêmes de la suiface (2.) : tomiques,ou lignes 

donc, quand Tuik, d'oHea est upe eUipjse , l'autre est nçcessajrer .Ûrfa^du'LoiS 

ment une hyperbole , et réciproquement. ^ ^*8^'- 
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LVM if£MOiiu& DoBc k6 UgiKB tie cDucbure (s:, 5 ) oammûnei» au9t surfaces da 

'«ecMld degné :(2«) eC^(29)9 sont en prc^ection sur les plans princi-- 
paqx^ dies ellipses ou des hy^^boles, savant (fue les sections 
jHÔneiipales cxMrrespoDdantes dès (2.) so&t 4€S ^yperboka ou des 
eUipses ^*^ . , 

'DoDC i en général, pour conndtre la nature des cowbes projec- 
tions des (a , 3) 9 ou des (3 , i), ou des (i , a), il suffît de v^ir si les 
sections . principales- des (2,), des (2»), des (S^) sont des ellipses 
.ou des hypet*bôfesi ^^ alors les projections des (a^ 3), des 
(3 , i) 9 des (i 9 a) seront sur les pJans de ees sections des hjr^ 
perboles ou des ellipses ■: rien n'est plus simple qu'un semblable 
critère. 

AppIiqùons-le. Supposons que les (2,) sont des ellîpsoïàes, les 
(2.) des hyperboloïdes à une nappe , et les (23) des hyperboloïdes 
à deux nappes. 

■ • ■ • - 

, Four mettre de la méthode dans cet examen , nous envisage- 
rons successivement chacun des groupes de lignes dont se com- 
posé le système dies courbes ortbotomiques ; nous considérerons 
d'abord. le gï*oup«.( i^ a) dont chaque ligne est l'intersection d'un 
ellipsoïde et d'un hyperboloïde hyperbolique ou à une. nappe. 
Nous passerons ensuite au groupe (1 9 3) dont chaque ligne est 
formée paîr l'intersection d'un ellipsoïde et d'un hyperboloïde ellîp- 
tiquç bu k deux nappes. Nous nous occuperons enfiii du dernier 
^oiipe (2 y 3) dont chaque ligne est formée par Fintersection d'uxi 
byperboloïde hyperbolique avec un hyperbdoïde elliptique. 



* " > . i ■ ■ .1 I I I j i \ i it I . I ^ 



<^) En effet, nous avons fait Toir> fig. id^ qee ^ii^ cetnbes dn* second 
de^ AMA y «Mf ajrant leuza axes sur les mêmes lignes , ne pouvaient pas se 
couper à angle drpit sans hypir mêmes foyers F ^t f. Suivant donc que la 
Homme ou la différence de; mêmes tàyotas vecteurs FM ^'fii/l sera. constante, oà 
aura' une etUpse ou une hyperhok. Of\, ' cm voait les deux 'courbes du ieooai 
degré qui se coupent à angle, droit 
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' Les courbes. ( i ) a) «ont partout pcgp^sttdKottlaircs.aig surfaces w»» mémoire 
(23), c'est-à-dire, aux hypeii)oloAâm: 4^ 4^ Mais dans j^^^^°^ 

ces h jperboloïdes , les sections parallèles à* la grande et à la^o^enne (< » ^ )• 
section principales sont des hyperboles ; tàncfo que les sections 
parallèles à la troisième sont des ellipses. » 

Donc y I\ les couii>e8 ( 1 , a ) , c'est-à-dire y les fignes de cour^ 
bure communes à l'ellipsoïde et ^ l'hjp^boloïde hyperbolique , sa 
projettent suivant des ellipses Sur les plans ^e. là grande ek de kl 
mojennci section principales j maé^iét projettent «ayant des hjpexw 
boles surle trdisième plan prinoi]^!. '•■■ : \ 

Passaut ensuite* au): (1,^)} ces courbes étant partout pçrpeu- Second groupe 
diculaires aux (2,), c'est-à-dire aux bypetboloïdes hyperboliques 
ou à une nappe , et la grande section prij^cipale dç cet hyperboloïde 
étant seule elliptique ; concluons , 

IP. Que les courbcfs ( 1 , 3 ), c'estrà-dire , les Kgnes de courbure 
comjnuAes à Tettipsoïdt et à ïïhypcrboloïde elliptique ou à deux 
nappes y se projettent sur le plan.^ Ja .grande section principale | 
suivant une hyperbole, et sur lès deux autreiS; suivant des dlipses, 

■ ^ ■ • . ■ f • 

Enfin , les ( a 9 5 ) étant partout perpendiculahres aux surfîice$ Troisième groupe 
(2,), c'e^-^à- dire , aux ellip§pïd^, et toutes les sections de l'el- 
lipsoïde y projetées sur des plans queiponques étant elliptiques j 
concluons , 

IIP. Que les courbes (2^ 3), c'est-à-dire, les lignes de coupj 
bure communes aux deux genres (i'hyperboïoïde&^ projetées sur 
lestrois plans. principaux, sont des hypcri>oles. ... 

En réunissant les divers résnitats auxquels bous yesMis d'être 
conduits , nous allons fonner un tableau général qui présentera 
le système des projections des lignes de coutburc de tous les genrea 
difierents dts ew&c^ de seccmd degré ^ rapportées à: leur centre. . 
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iV"« MEMOIRE. Forme des projections dés lignes de courbure des sur/aces 

da second degré. 




ELLIPI^ÔÏDE. 



. ê 



PROJECTION 

. sur le plan principal. 



Des grandes àectioiii;' 
Des pioyennes iJL 
Des petites ifi^ 



Orthotomiques. 



1*^ 



... 1 



PREMtËRE COCRBURE. 



t : 



Elliptique. 
Eiyptiqne* 
Hyperbolique. 



(i,a) 



SECONDE COVRBURE. 



Mi 



HyperboliqHe. 

Elliptique. 

Elliptique. 



(1,3) 



(sj... 



HYPERBOLOÏbE HYPERBOLIQUE. 



PROJECTION 

sur le plan principal. 



Des grandes âecti<^. 
Des moyennes id. 
Des petites iV2... 



Ortfaotomiqnes. 



PREMIÈRE CdURBURE. 



. Elliptique. 
Elliptique. 
• ^ Hyperbolique» 



SECONDE COURBURE. 



mmi^ 



Hyperbolique. 
Hypîerbolique. 
- Hyperbolique. 



3£ 



• 






(a, 8) 



(23).,. 



HYPERBOLOÏDE ELLIPTIQUE. 



PHOJÉGTIOlr 

sur le plan principal. 

Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petites . id. 



Ortfaotomiquea « 



i*.^!—^ 



PREMIERE COURBURE. 



Hyperbolique. 

Elliptique. 

•EHiptique. 



SECONDE COURBURE. 



f 



Hyperbolique. 
Hyperbolique. 
Hyperbolique. 



(3, O 



(3,12) 



^^ 
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. Après av(Hr Êdt comiaitre la JEbnnâ deuB^Jjgaea de courbure; par Dr»t mémoire 
celle de leurs diverses projectioBs ^ il reste à considérer ces mêmes 
lignes dans les relations de leurs positions remectives, et surtout 
lâan^les Itmitesqui , si je puis parler ainsi, les séparent etles unissent 
a. la fois. Ppur cela^ revenons encore à notre système général de 
sur&ces trajectoires Orthotomides du second degré. î 

i' La surËice du second degré dont le petit axe a son quarré égal ^« ^^"^^^ ''"**^ 

^ * . * •-' des trois groape». 

fL zéro , sépare,. sans solution de continuité, toutes les sur&ces de 
cet ordre dont les trois axes ont leur quarré positif, d'avec celles 
jdont le petit axe seulement a son quarré négatif^ cela est évident 
La surface du second degré dont le moyen axç est nul, sépare 
de même les surfaces dont deux iixes ont leur quarré positif ^ et 
celles gui n'ont qu'un seul axe dont le quarré soit positif. 

. ^Dans le premier cas, la surface devient une aire plane termi- Eiiîpse. 
née, comme nous l'ayons dit plus haut, par une ellipse dont leé 
sommets sont aux *foyers des moyennes et des petites sections 
principales , et dont les foyers même| sont aux foyers de la grande 
section principale. 

. Cette courbe esm limite commune des ellipsoïdes et des hyperbo* 
loïdes hyperboliques du système général. Elle est embrassée pat 
toutes les grandes sections des ellipsoïdes , et elle embrasse au con^ 
traire en entier toutes les grandes sections des hyperboloïdes hyper^ 
boliques. A mesure que les axes^es ellipsoïdes Bécroissent , et que 
ceuif des hyperboloïdes hyperb9liques s'accroissent, ces deux sur^ 
&ces s'aplatissent pour se rapprocher de leur commune Umite 
qu'elles resserrei^ de j^us en plus sans pouvoir jamais l'atteindre 
qu'au moment où4eur petit axe s'évanouissant , elles deviennent; 
l'une et l'autre une aire plane , terminée par l'ellipse qui-les sépare. 

Si donc je i^oulak» parcourir Vfiypetboloïde à deux nappes^ 
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1Y«* MÉMOIRE. OU Taatre hypérboloïde , )e tournerais sans cessé autour de celle 

eUipse limite; plus les secondesi sur&ces suirant lesquelles Je 
me dirigerais , secaient aplaties , plus je m'ap[H*ocherais de la 
limite, mais sans pouvoir -jamais, l'atteindre qu^en marchant sur 
le plan inéme qui sépare les ellipsoïdes des hjperboloïdcs à une 
nappe. . • 

Lira des ombiiici de Aiosi toutcs Ics Ugncs d^unc des courbures de Thyperboloïde à 

tous les hjperbo- 

loïdes elliptiques, dcux nappes , tourncrout dans un sens autour de Pellipse limite , 

de manière à s'en approcher autant qu'on voudra , mais sans potH- 
Toîr passer par 'elle ; toutes les lignes de la seconde courbure se 
développent pareillement atrtdm* de cette ellipse j sans jamais passer 
par elle, quoiqtfen «^en approchant autant qu'on roudra. Cette 
courbe Ae marque donc autre chose sur l'hjperboloi^e elliptique 
ou à deux nappes , que les points désignés sous la dénomination 
générale à^omhilics : d'où l'on voit q^j^ en faisant passer une courbe 
du second degré pmr les foyers communs des moyenne et petite 
sections principales , elle coupera chaque hyperholoïd^ ellip- 
tique en quatre points , dont chacun est un des ombilics de cette 
surfofie. Il est également facile de voir , par la^seule inspection dû 
système général* des trajectoires ofthotomiques , que cette surféce 
ne saurait avoir d^autres ombilics. . • 

Hyperbole. Lorsquc dans le système général d'orthotomides du second degré , 

le moyen axe s'évanouit, le quarré du petit axe est devenu négatif; 
la surfece se déduit , sur le plan des moyennes sections , à une aiire 
terminée par l'hyperbole dont les sommets et les foyers sont aux 
foyers des grandes et des moyennes sections pri&iMpales du système. 
Cette courbe est la Kimte qui séimre les hyperboloïdes hypeAo- 
liques d'avec les autres hyperboloïdes; elle est embrarssée par 
toutes les moyenne» sections «l^^ kypcrboloïdM elliptiques ^ et 
eUe eipbrasse au contraire en entier toutes les moyennes sections 



i* 



SECTION. II. • Î79 



des hyperboloïdes. hyperboliqua. A mMim que les axes des hy«* iv« iiÉMqpa. 
perboloïdes hyperboliques décroissent , et que ceux des hjper^ 
boloïdes elliptiques s'accroissent , ces sur&ces s'aplatissent pour 
s'approcher de leur iintte qu'elles resserrent de plus en phis , 
sans pouvoir l'ûtteÎBdre qu« quand le moyen axe s'évsnouissant, 
elled deviennent Tune et l'autre une aire plane circonscrite par 
rbypcirbole qui les sépare. 

J^ons pouvons yoir actuellement , p*r des conaidératîbna anai^ Lîen é» ombiiîcf de 
logues à celles que nou^ venons d'employer pour ThyperboloïcHP '*^"* *• * ^^ 
elliptique pu à deux nappes , que si nous marchons sur t ellipsoïde en 
nous dirigeant suivant les dififêrente hyperbolpïdes dQ l'un ou l'autre 
genre, nous tournerontf^ daiis des directKms normalement opposées^ 
autour de l'hyperbole qui sépare ces genres dâfierents d'hyperbo- 
loïdes, et de manière à pouvoir en approcher autant que nous 
voudrons, m^ sans pouvoir pdjSaer par cette courbe limite , qu'en 
marchant 3ur le play qui à la&iç |uiit et sépare leS' hyperboloïde» 
des deux genres. De là nous conclurons que .si, dans le plan de 1% 
;noy eime section des ellipsoïdes , on construit ujgie hyperbole dont 
les sommets soient aux foyers de la grande section principale , 
et les foyers aux foyers de la moyenne section y les quatre points 
ou l'hyperbole coupera l'ellipsoïde, seront autant d'ombilics de 
cette surface , et qu'enfin cette sur(ace n'en peut avoir un plus 
grand pombre. . : -A 

Ainsi dans le système général deS' surS^ces- trajectoires orthoto-* 
mides du second degré, tous les ellipsoïdes ont leurs onabilica* 
placés sur l'hyperbole qui , dans le plan des moyennes sections , 

• 

est la commune limit^ des hypçrboloïdes hyperboliques et. des 
hyperboloïdes elliptioues. Tous les hyperboloïdes elUptiques ont 
leurs ooabilics placés sur l'ellipse qui , dans le plan des grandes 
sections principale» ^ oot la . commune limite des ellipsoïdes et 
des hyperboloïdes i^perl^dîqute; Sofia ; jes^ fayperWoïde» hyper^ 
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ryn; MÉMOIRE. i)oIiques sont les seules surfaces du système qui n'aient point 

d'ombilics. 

Relation des deux Lcs dcux courbes , lieux des ombilics ^u système général y ont 
8 inu es. g|jjj.»gHçg ^jjç relation^ extrêmement remarquable ; leurs sommets 
et leurs foyers sont placés*aux foyers mêmes des grande et moyenne 
sections principales : elles sont telles toutes jdeux que les foyers 
de Tune servent à l'autre de sommets y ^ réciproquement ; tandis 
que d'ailleurs elles sont placées sur deux plans perpendiculaires 
entr'eux. ^ • 

Tons les ombilics des D'après un théorêm6 général que nous ayons fait connaître dans 

ellipsoïdes sont an- •*«" • • j •* ** • ' ' j f t j iïi^ i 

tant de foyers de un Mcmoirc qui dcYait être msere dans les Journaux de lEcole 
omwiiksdcs'hype^ PolytcchniçJUe ^*^, il suit que la courbe lieu des ombilics des ellip- 
MppM^tttx^^^^^ ® P^^^ autant de foyers tous les points de là courbe des 

qucmcni. ombilics de l'hyperboloïde elliptique , et réciproquement. C'est-à- 

dire , que si à chaque point de. cette dernière courbe , on fixait 
un fil inextensible ; puis qu'un point mobile y arbitrairement placé 
sor Id^ première courbe , réunît à la fois tous ces fils de manière 
û les tendre tous y et que ce.point dut marcher ensuite dans l'espace 
de manière à faire varier ensemble d'un même aldtigement ou d'un 
même raccourcissement chacun des fils, premièrement y le mou* 
yement de ce point serait possible et aurait lieu saûs qu'aucun 
des fils cessât d'être tendu. Secondement, le point mobile trace- 
rait dans l'espace l'ellipse même , lieu des ombuics de l'ellipsoïde. 
De plus y dans chacune des positions du point mobile y le fais- 
ceau des fils inextensibles formerait un cône droit circulaire *, 
dont Taxe serait précisément la tangente et la courbe des ombilics 
des ellipsoïdes , etc. • • 



C^> Voyez laXorrespondimce Polytechnique, n^ a^ i£' volt et o* 5j a* vol 
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. Ces propriétés générales nous fournissent , pour la position des iv««1iëmoire. 
, ombilics des sur&ces du second degré y une détermination trop ^^7^ ^* ^^^^^ 

Unniëdiatcnient les 

simple pour que nous ne l'exposions pas ici. Si Ton prend la ombuict d» turia- 
^somme de Fexcentricité et du dèmi'-grand axe de la grande seo- ^ ^ 
tion principale d'un ellipsoïde , et qu'on la porte, à partir du foyer 
de la moyenne section et dans le plan de cette section , sur la 
sur&ce même de l'ellipsoïde, l'extrémité de cette distance mar- 
quera quatre points sur la isurfiice de l'ellipsoïde $ ce seront pré- 
cisément les quatre ombilics. En second lieu, si l'on prend la 
somme de l'excentricité dé la moyenne section et du deibi-grand 
: axe de l'hy perboloïde elliptique , et qu'à partir des foyers de la 
grande section principale , on la porte sur cette section , on ob- 
tiendra ainsi quatre points qui seront les quatre ombilics de 
l'hyperboloïde elliptique. (Voyez la note lY.) 

Jusqu'ici nous avons supposé que les sur&ces du système gé- Système gài^nid'or. 
neral de trajectoires du second degré, devaient être des ellipsoïdes loïdct. 
pu des hyperboloïdes j celles d'un des groupes pourraient cepen- 
dant devenir des paraboloïdes. Dans ce cas , les sur&ces des trots 
systèmes deviendraient toutes en même temps des paraboloïdes ; 
les ellipsoïdes^ ainsi que les hyperboloïdes elliptiques, devien-- 
diraient des paraboloïdes elliptiques dirigés en sens contraires ; les 
hyperboloïdes hyperboliques seuls deviendraient . des paraboloïdes 
hyperboliques. Les lignes des omlnlics seraient alors des paraboles 
égales , placées dans des plans orthogonaux , de manière à ce que 
le foyer de l'une fut au sommet de l'autre , et réciproquement ; 
enfin , ces foyers seraient à la fois ceux des paraboles principales 
de tout le système. D'où l'on voit immédiatement que le para- 
boloïde elliptique a toujours deux ombilics réels , et que le para- 
boloïdes hypjerbolique n'en saurait avoir aucun. . 

La méthode que nous venons de aonner pour obtenir les om-r i^^em oqJmIicj. 

36 
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inliloiRB. bilics dés ellipsoïdes et des byperboloïdes elliptiques da système 
général d'orthotomides du second degré, quoique très -simple, 
peut être r^idue plus simple encore et plus générale (Yoyez la 
note lY ). Ainsi , pour les paraboloïdes , les ombilics sont placés 
Boc le plan des petites, sections principala de: chaque groupe, 
et la distance de Fombilic au foyer des kBoyednes sections égale la 
distance de l'autre foyer au sommet du paraboloïde. 

En supposant dans le système général des orthotomides du 
second degré , que les grands axes deviennent infinis , te tableau 



complet des ptoiectîons des lignes de courbure ^e cea surfiu:e8, 
présentera immédiatement le tableau des projectionB des lignes de 
courbure des paraboloïdes des deux genres. 



Forme des projections des lignes de courbure des patahokiidês. 



PARABOLODDE ELLIPTIQUE. 



TROJECTION 

sur le plan principal. 



Des grandes seçtioils. 
Des moyennes iâ. 
Des petites icL 



PREMIERE COURBURE. 



Parabolique. 
Parabolique. 
Hjipèrboliqoe. 



SECONDE COURBURE. 



Mraboliqne. ' 
Parabolique. 



PARABOLOÏDË SVRERBOOQUB. 



PROJECTION 

sur le plan principal. 



Des grandes sections. 
Des moyennes id. 
Des petites id. 



PREMIERE COURBURE. 



Parabolique. 
Parabolique. 

XI^rptfllJOlJifBe. 



SECONDE COURBURE. 



Parabolique. 
Parabolique. 
Hyperbolique. 



N 



TR£0&IE. section H- a85 

Ob doit voir qae lea foyers dos l^ms et dçâ surfaœs du second iv-t mémoire. 
degré iouent u& oasd râle dam la âét&nmnstàoa des lignes de Analogies finguiièi^i 

^ ' «^ ^? ^jyç jg, lignes (le 

courbure de ces suriàces et dans la fixation des lîsdites de ces lignes, courbure de* fur- 
Ces diverses grandeurs $^pfaîques doivent cependant sembler au ^tiL foyers dn 
premier coup d'«il , susceptibles d'avw entr'ellea bien peu d>na- •«<î^o"»p^*='p'*** 
logie. Mais souvent les choses noms paraissent éjtrang^s Tune à 
l'autre, seulement parce que leuva rapprocbements ne se sont 
point encore offerts à nous ; elles s'unissent dana notte esprit dèa 
qu'eUes. nous sent présentéea sou3 leur^ rs^orts le& plus naturels j 
et, si je ne me tronipe ^ c'est à saisir dan3^ chaque cas ces relations 
nécessaires 9 mais plus pu moins cachées, existantes entre les 
(piantités que l'on considère ^^ que consiste la vraje npiéta|>hy»qpie 
de la science* 

- Monge a rendu la théorie des lignes de courbure trèsr-impoGr- 

tante par l'appMcatiQQ qu'il en a Êdte à ta coupe dea pieires. H a; 
montré que dans la construction des voûtes , les vousaoirs qui leSj 

composent doivent se terminer à la sur&ce intérieure de la voûte , 
suivant des lignes de courbure de cette sur&ce, et se toucher dans 
toute l'étendue de \fixffs Joints suivant les surbces développablea 
des normales à la voûte , qui si'ai^uient sur cette ligue de cour*, 
bure. Qr , tous ses résuttats ne sont pas seulement applicables aiuc 
voûtes , mais encore à toutes leâ autres partiea des édiftcea. Enfin > 
passant à des ekemplt^ piartieuU^rs , le même géomètre a £sât vois 
combien les sorfiiM^es du second degré , peur l'él^ance. et la sî«Ai 
plicité de leur fonne et de celle, de leurs l^jctes de courbure ^ 
sont propres: à l'ardutectyre ; noms ajouterons à tous les arts, «o 
génén^l. 

Si la recherche des lignes de courbure de quehpiea sui&oes 
peut être întereeatuitip pour les wls, poi» ki géoïnétrie^ pour 
Caualyse inOm^ i|iM. nette sçtenc^ resta sensible ppr sœ imsgMîi 

c'est donc ponr iM sbrfaces du second degré- Ms^ f^ettei x^fibsr^ 
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IV m* MÉMOIRE, serait incomplette , si , déterminaDt seulement d'une mamére ri- 
goureuse la figure de ces lignes en fixant la position absolue dé leots 
différents points, elle ne donnait en outre un moyen Ëicile, élémen- 
taire 9 de les construire; car dans beaucoup de cas, la difficulté' 
seul^ ou la complication de cette opératioti, suffirait pour ea' 
proscrire l'usage y et rendrait ainsi sans utilité ces lignes et' les ' 
surfaces qui leur appartiennent , quels que fussent d'ailleurs les 
avantages qu'elles pourraient présenter. 

• ■ > I 

Pour completter ce que nous avons dit sur les Hgnés de cour- 
bure des sur&ces du second degré , il nous reste donc à présen- 
ter lin moyen simple de les décrire; et comme le mode de des- 
cription par un mouvement continu est celui qui allie le plus Ta 
Ëicilité à la précision , il faut que ce mode puisse être appliqué 
aux lignes de courbure des sur&ces du second degré , pour qu'dlês 
puissent devenir vraiment utiles aux arts. C'est ce çie nous allons 
essayer de feire. 

DcKripdon deitor- ' Si , commc nods Favôus déjà dît dans le prendier Mémoire de- 
faces da second de- A- ^i_ / . « •■.••■.« • . » • 
gré et de lews li- ^ttc tuecMie , 0& preîid sur une droite mobile trois points 1,9,09 

^onmT^cm^l ^ ^P^ ^^^^ droite soit constamment assu)élie à- avoir le point i 

dur un prénuer plan fixe (I ), le point 9 sûr un s«C€ttd plan (II>/ 
et le troisième 3 sur un troisième plan (III), fite comme les^ 
deiuc premiers; dans le mouvement arbitraire de cette droite y 
cbacun de ses autres points devra décrire une surface du second 
degré; toutes ced surfaces seront concentriques ; elles auront pour 
centre commun l'intersection des trois plans fixes , etc. (Toyéz le 
Mém(»re déjà cité , tome YII, cahier XIV des Journaux de l'JÊcoIe 
Polytechnique.) 

Si les trois plans fixes se coupent deux à deux à angle d^t ; 
tentes les ourfitres du seomd deen^ / An^on^br^vs "par les pEoints 
divers de la droite mobile /aiiroiit sur ces plans leurs trois sections 



coBiina. 
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piincipalea j et les trois parties dé la droite mobile comprises entre iv>« i^iémoir]^ 
le point générateur et les points fixés 1,29 3, seront égales aux- 
trojs axes de la sm&çe décrite par le point générateur. 

■ ■ 1 

£1^ si , au lieu de parcourir toute la sur&ce du second degré ^ 
le point générateur ne deyait décrire qu'une courbe déjà placée sur- 
une sur&cé du même ordre ayant mêmes plans principaux que*, 
la première , les points 1 , a » 3 de la droite mobile qui doivent 
respectivement rester sur les plans principaux (I), (II) , (III) , jk tra^. 
ceront des courbes du second degré ayant leurs axes dirigés- 
sur ceux mêmes des deux surfaces. 

Ce cas est évidemment celui des lignes de courbure des sur&ces ^ 
du second degré , qui sont toujours les communes intersections de , 
deux sur&ces orthotomides du second degré, concentriques et, 
ayant leurs axes mêmement 4irigés. 

' Ainsi quand le point générateur de la droite mobile qui décnt^ 
une sur&ce du second degré., ne. parcourt qu'une des lignes de'; 
courbure de cette sur&ce , la droite mobile trace sur chacun des .. 
plans principaux des courbes du second degré , dont les axes sont 
placés sur les axes mêmes de la sur&ce. t 

Ces traces elles-mêmes peuvent être décrites par une droite 
mobile dont deux points déterminés s'appuient sur les deux axes de 
la trace qu'on veut construire , et ont respectivement pour dis- • 
tance au point générateur de la trace , les axes mêmes de cette 
courbe. ; 

Si donc, dans le plan de chaque section principale , on conçoit 
ces droites mobiles secondaires, et qu'au point générateur de 
chaouie d'elles soit fixé le point 1 , a ou 3 assujéti à rester cons- 
tamment sur le plan principal correspondant (I), (II), ou (III) 
que l'on considère , alors il n'y aura plus rien d'arbitraire dans la 
position de %3kaa^ première droite mobile ; tous les mouvements du 
système de droites ainsi forme~^ seruw/itoTWius^ nécess^ 
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iv»« MÉMOIRE, quelque impulsion qu^on lui dorme dajis tous les sens pas-, 

sibles , elle fera toujours décrire au point générateur de la* 
première droite mobile , la lignfi de courbure de la surface- 
primitive. Quafid OB fera varier convenablement la lonjjueiir des 
parties des droites molÀles secondaires, c'est-à-dire ^ dès droites 
âppàrt^iant aax tracejs de la prenûére droite mobile sur les dîvera 
plans principaux, on changera de ligne de courbure , et oa décrira 
ainsi successivement toutes les lignes de courbure possibles sur la 
même sur&ce du second degré. 

Les axes des diverses traces qui sur un même pian principal apparu 
tiennent aux lignes d'une mémte courbure , sont les coordonnées 
d'une courbe du second degré ; et comme nous savons décriro- 
ces courbes par un mouvement continu , nous en obtiendrons 
toujours facilement les coordonnées pour du^que point, et par 
conséquent, les parties des droites mobilea secùndMres y <f est- 
à-dire, des drcHSes qui doivent décrire les traces delà génératrice^ 
des lignes de courbure. 

Qu'(m substitue des règles à ces lignes droites laôbUes , des- 
rainures aux axes de la s«ff&ee du second degré ; qu'çn supprime 
lAe des droites taK^Ses secondaires , comme superftkie, et l'en aura 
la plus simple des^ maclûnea à appareâlw; oe sera cependant celle 
qui décrira les tfétes^ curviSgnes des vousscMirs de voûtes, tennis 
minées ultérieurement par des sur&ces du second dçgré quelr* 
conques j ou , pour parler le langage de la simple géométrie , celle, 
(pi décrira les lignes die courbure de la sur&cq générale du second 
degré. 

' U y amrsàt sans! doute encore beaucoup de choies, à dire sur 
la courbure des sur&ces dii second degré;; le repprocheBattot et 
la camipwaison de ses divers éléments conduirait à des résultats» 
cuirieux , et qui pourraieiot souvent être utiles. Maîo-ii nous ^einble 
c|[ae les priac^^ généraux de la courbure de ces sur&ces viennent. 
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^Ire exposés aTec assez de âétaib pour Trâdre iaciles ces rsrp^ iv** mémoire. 
prochements qui ne sont , après tout , que des oonséquenq^s plus 
ou moins immédiates , et toujours assez simples. Ne perdons pas 
de ytae, d'aiUeurs, le plan que nous nous' sommes proposé de 
suivre ; notre but a été de présenter sur la coiirbùre des sùr&cesv, 
quelques vues et quelques résidtats généraux , mais non pacs de 
parler avec détail de cas particuliers où Ton n'aurait à considérer 
queia courbure de qudques sur&ces individuelles. Pour rendre 
sensibles les méthodes que nous avons exposées^ nous avons 
cherché parfois à en £iire des applications à quelques exemples. 
Mais des exemples ne sont pas des traités dé Tobiet particulier 
qu'ils présentent ; on doit n'y voir que ce qui est absolument le 
propre de la chose que l'on cotasidèrë , et nbùs sciions nous- 
mêmes entrés dans beautoup moins de détails en parlant des sur^ 
&ces du second degré , si nous ne les eussions jugées propres ^à 
of&ir un exemple à ia fois simple, étemdu et remarquable , de 
tout ce que nous avons pu dire de général sur la CDÛrbwé des 
sur&ces. 

Par des intersections de sur&ces à double combure, màisiseu^ gj»ame ^néniéTaw^ 

m - t -Ê ■ % -i f ' •• thotomidetioavent 

iement du second degré , nous venons de detemriner tbut ce qui snff^bie à ceioi 

peut être relatif à la connaissance complette des b'gnes de cour- d^ no^Ji^^daM 

bure de cet ordre. Nous avions cependant des surfeces d'une nature ïgnJTÏwïbiï 

plus simple à employer dans cette détermination!. Par ostemple , 

dans notre système de trajectoires orihoganales , noiis aurions pu 

prendre , pour premier groupe dé sur&ces , la sur&ce générale du 

second degré et ses co-dévdoppantes ; et pour les deux autres 

groupes y les sur&ces développables des normales à ces sur&ces. 

Mus «11 Heu d^a voir à considérer iniquement dés sur&ces do 

second degré , que m^we cavoiia nar&itement coniitrui#v, et dont 

nous pouvons , dans chaque cas , déterminer immédiat^nent le» 



a88 DÉVEi:X)PPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iv»« MÉMOIRE, coromnnes intèrsebtions , nous aurions eu deux groupes de dévè^ 

loppaltles du huitième degré à combiner avec des sur&ces à double 
courbure du quatrième : enfin , au lieu d'un système de trajectoires 
embrassant à la fois les trois espèces de surfices du second degré ^ 
.il eût fallu considérer successivement trois systèmes d^rents. Il 
fCist inutile de dire que dans cd cas-ci , les déyelôppables des nor- 
-males employées à la récherehé des lignes de courbure, auraient 
présenté le moyen le plus long et le plus compliqué : il n'eût pas 
pu, d'ailleurs , si je puis ainsi m'exprimer , décomposer les sur&ceè 
jdu second degré dans - les fiurmes de leur courbure , comme nous 

Tàyons fiiit en suiyant la marcbe que nous ayons proposée. 

" • ■ ■ ■■ ■ I ■ - • . ' • ' ' 

Condoflion de ce ' Au licu dc préférer toujours le système de trajectoires ortho^ 
"^' gonales déyeloppaUes pour paryenjr à la connaissance des lignes 



de courbure des sur&ces , il fendra donc dans chaque cas, ainsi 
que nous Payons déjà dit plus haut , porter toute son attention sur 
le choix des systèmes dé sur&ces trajectoires orthogonales, dans 
lequel on devra classer la sur&ce individuelle dont on se propose 
d'obtenir les lignes de courbure. Plus ce choix sera heureux , plus 
les méthodes qui en naîtront deviendront simples et rapides , plus 
les résultats élégantà et généraux ; et c'est, comme nous l'avons 
dit encore , cette indétermination même que présente la méthode 
exposée dans ce Mémoire^ qui doit lui donner aux yeux des géo- 
mètres , le peu de prix qu^elle est susceptible d'avoir. 

Enfin, le théorème qui sert ^de base à ce mode de rechercAes , 
^mblé ajouter quelque chose à la théorie des trajectoires orthogo- 
nales, en Élisant conimître les conditions^ nécessaires polir que 
cette orthogohalité ait lieu dans les intersectioûs des groupes de 
fiorfeces quelles ^'elles soient, conditions qui , si notia voulons 
parlet le bm^e^ de Panalyiîfî , np^ m^nt au*r^ chose que les condi- 
tionç d'intégràlHttlé dfi^ éqiuitioijo dîfierentiellca.des système» 4e 
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8ur&ce9 récipi:ogiiaoQeDt orth^i^lea, .ii^oeasaires pour ^ que ces ;v«* mémoire. 
équations appartieiment à des : giwideiiirs. g^^ et puissent 

signifier quelque chose , coaditions qui ^ si nous n'errons , n'ayaieat 
pas encore été données; . > - * . . 

Au lieu de supposer que les surfaces deâtroid. systèmes soient 
des triijectoires orthogonales^ on. pourrait supposer les surfiees 
d'un des systèmes seulement^ orthogonales aok èui&ces des deux 
autres systèmes , et les sur&ces de ces deux derniers systèmes , 
.assu}éties à se couper sous un atigle constant quelconque , ou bieot 
généralement,: on pourrait auppbser que les trois, systèmes de 
.sur£ices se coupassent sous un angle quelconque , miâià constant 
entre les surfaces de deux mêmes groupes ; et dans oe9 cas., on 
trouverait de nouvelles conditions qu'il pourrait être intéressant 
d'examiner , mais dont nous ne pourrions pas nous occuper main- 
tenant sans sortir de notre sujet. 

Le problème de» lignes trajectoires; a.été célèbre autrefois ; les 
plus habiles géomètres en ont fidt l'objet de leurs recherches , et ces 
recherches ont à la fois été utiles à la science qu'elles ont avancée , 
et à leurs auteurs qu'elles ont honorés. Mais les difficultés qui en 
Êtisaîient alors tout le mérite , n'existent plus aujourd'hui. Les pas 
des sciences sont progressif ; ils sont lents et fiûbles d'abord ; ils 
s'accélèrent ensuite , et s'agrandissent dans leur étendue , comme 
l'espace même qu'ils ont déjà parcouru. Les choses qui demandaient 
d'un siècle les efiTorts du génie , deviennent par ces efforts mêmes , 
des travaux sans difficulté pour le siècle suivant; et la gloire qui était 
le prix de la difficulté vaincue , disparait avec elle dans la continua- 
tion des mêmes recherches. Mais alors , indépendamment même de 
leur utilité particulière , ces sujets ne cessent pas d'être intéressants 
pour nous ; ils se rattachent à l'histoire de l'esprit humain , comme 
monuments des cfiwt* «Iab grands hommes pour la p«rftctionner. 
On aime à savoir quels objets pouvaient arrêter les premiers 
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5)9^ DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

iy>« NÉNOUiE. esprits, de chaque siècle y ou du mdns sembler dignes de leurs 

efllbrts. Ces dSforts et leur suceé^ fournissent la mesure de nos progrès y 
et parfois de notre décadence; je l'ai déjà dit^ c'est l'histoire de l'esprit 
humain. Ainsi, quoique la théorie des trajectoires orthogonales 
ti'o&re plus maintenant de difficulté pour la généraliser dans l'espace, 
et lui donner toute l'extension . dont elle est susceptible, elle est 
encore digne de l'attention des géomètres. Lorsqu'elle se lie ensuite 
avec d'autres théories impcxrtântes par elles-mêmes et par leurs 
applications, comme celles de la courbure des sur&ces, elle 
acquiert un nouveau !degré d'intérêt; et il faut^ si }e puis parler 
ainsi ^ qu'elle devienne dans la science, et pour fous ceux qui là 
calUvent, élémentaire et classique. 



: j . t . 
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: IV«i MÉMOIRE. 



DU QUATMlilE MÉÎ^niE^ 



«> 1 



NOTE'¥ftëlfcf^ÈRE. 



idées sur là nonùfltèle^fè géomélrîque. 

• < k k ■ 

_ > - I ■ 

Xj£ mot ofihotonMe iu\ ûri de l|i langue grêcqne; ses iUm&ïïtB ont j^ané dane 



.j I .-^..^ . JL 



mille expressions de notre langue^ orthogonal^ steréolonue^ .dlip80ub> «le II 
tigùîfie littéiilenifliit fiir£u9e covpalit àTing^'dmtc i^t ^ît> t^],* mB&n-, 
ûl^f, forme, apparence, snrfiide. . ' >; . ^ 

- n me semble qns pbiir perfecdomMT VB p^ U lattgui-giom JtriqpM / impaifilîtft 
à tant d'£giidB^ il fiûidkait eoBWcre^'esflchiiinmeôt la tetttunaism «a ùie aox 
anrfiices., et latemiiiiaison en ^im «nx %M6 ooittbêsk^Par U, le liom êéul d*anè 
grandeur graphique indiquerait st- elle e^t tanè hffié ou ùie «vrftlo». ife ferafe 
plus, je consacrerais le genre jMtaftmiii hm siffftiees^, taftld& qiiè'lè<^u:e'ina90dlin 
serait réservé aux longueurs et avx yoliuiies.. 

Essayons d'appliquer cette nomenclature aux surfaces du second degré , et voyons 
Tavantage qu'elle peut avoir sur l'ancienne , pour la rapidité et la simplicité. 

La ligne du second degré t Le Deuténque.^ 

L'aire comprise par une ligne du second degré. ..'...! I ÎAt Deàtérique. 

L'aire de la sur£ace du second degré. •• ^« • « • ^ » , . • j La Deutéride* 

Le volume terminé par une surface du second degré v Le DeiUéride. 

Offrons un autre exemple , non plus Utile seulement k une classe particulière 
de surfaces , mais à touteé les suifaees es génénd. 

Une lign^ des centres de courbure • . . fjLeCenfroscfiryîfte 

L*aire comprise sur la surface des centres de courbure par une! 

lign« dés centres de dourbure. jLaCentrociavique. 

L'aire de Ul s«fftw4^.^i,niBB^ de couAure.. .;. ;.. j£;Â^î-«*t>ciiTOJfc 

■Le. volume du corps; termioé par la sm&ee îdiês xentree def " 

courbure. ••••...: • • . • •'.•••,• ••{jU CmUtôcurvuh^ 



«^1 =^ KÔfÉS PRINCIPALES, 

1%*^* MÈIOIItBi Nom hissons aux ^pinmes dépouillés de préjugés j à juger des avantages et 

dei iMonrémeiits de l'iiinoyation que nous proposons. Jl est à désirer que la néces- 
sité d*iin tel changement soit sentie par tous ceux qui cultivent la vraie géomé- 
trie j et qu'ils aient le courage d*imiter les chimistes modernes, et de refaire 
aussi leur langue. Car il est étonnant que les dénominations d*une science où 
tout est harmonie et précision soient incohérentes et souvent si peu précises. 

jNOTE II. 



» ^ 



Théorème* L'axude de d»nx^laDs étant droit, on trois4èçie plan qui les coupe 
chacun sous un angle droit, à un infiniment petit du premier ordre près , marque 
sur eux. deux traces qui font entr*elles un angle droite à ^infiniment petit db 
second ordre près* (-,'.. 

. S(iient<0^<n)rIos)d$riix plans.qm^ejConpentàangledroitcii.M ment 

«A , «B les deux traces du troisième plan AjvB , tel que A^vN , BiiN se gèrent Hum 
!«i^e droit que dlun lofioiinant.p^ du -premier ordre*. Ppnr^remplir cette der- 
AÎère condition,' il faudra qu*en prenant «O: égal à un Infiniment petit du premier 
cordre j les drpit^ QA^ .OB» maiiéas sur les plans (I)^ (D) perpendiculairement 
:à leur intersjBÇtion.M^, rencontrent «A, «B à une distance. finie de MN. 
^ Qry les ^n^mgles. re^lm^ ., 






AB* z^ OA« 4- OB*, 

f> ^- . r - 

' ' 1 ■ • 

â»B» = •<)•+ OB*. 



« . ' ■ 



:.-> 



De là ontire immédiatement 

' ' .. ^A»4-*B»=!Afl* + ak)*; 

■ ■ -• «'r "", ..■-'■.• 

I ■ ■,;''■"■ ■ . I " 

maintenant prolongeons BA jusqu'en. .a^ de manière qn*on ait . .^ -^ 

•A* + eB*t=:flB» = AB» +aAB.Aa +Aa*. 

Khk aura de suite • . 

.. ' ' ■< . . ■- .■ . . . .'.'.... 

.n«0»sAAiB.Aa + Aa*^ on n#0* — Aa'açdAB.Aat . , 

Mais n«0 «t Aa* ne peuvent être plus grands <|ue di»« MfiMaaent petits dd second 
ordre ; AB est fini :' donc An -doit êtft ùîn infiniment petit du second otdrfr. Or 
Alt est la base du triangle eAa^ où siA est fini ; donc Taxi^e oeA j difféÀnce de 
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Tangle B#A à Fangle droite ne saurait surpasser un infiniment petit du second v m^moihf 
ordre : c'est précisément le principe que nous avions avancé, 

^ ■ 

NOTE lit. . . 

Conditions pour que deux plans tangents y et par conséquent 
deux sur/aces y se coupent à angle droit en jun point donné. 

Puisque nous avons réduit la recherché des lignes de courbure à la simple 
intenection de -surfacM traj'ectoii'es orthogoniiles^ et que cette orthogonalité* dé^ 
pend de celle des plans tangents aux mêmes surfeces; voyons comment nous 
déterminerons, par le moyen le plus facile^ la condition nécessaire pour que 
deux plans se coupent à angle droit. 

Si nous voulons rapportât la position d*un plan tangent quelconque à celle de 
trois plans coordonnés , nous pouvons le faire bien simplement, en prenant ppur 
données les longueurs de chaque partie d*axé comprise entre Torigine et ce plan. 

En regardant tour à tour chacun de ces dïices comme là ligne desr abàcisses \ 
nous , appellerons ces parties les sonUmfiaiItts du plan tangent ; c'est-à-dire , que 
nous étendrons aux trois dimensiona b dénOminatiDii tiôfasaorée jusqu'ici aux 
étendues de dett^ diiûensîons. '' ' ^ "' * * ^ ''* ' - 

Donc, dans un systime de' Cod^oànées quélColiqcH^V^^^^^ 
tangent est coiliplettement' dISterminée par la grandeur de ses trôb soùtângentes. 

Si maintenant on compare Tun avec l'autre deux plans tangents à deux sinrfaces 
différentes, et qu'on établisse entre leut portion tmè. relation quelconque, cette 
même relation pourra donc toujours être produite par des valeurs convenables des 
soutangentes des deux plana. .Denumdons^-nous IdkA qtii-fûk dépdiâlk là ânes 
des autres les soutangentes^ de deux plans qui doivent être à angle droit. 

Deux plans se coupent i ^i^gle, droit , -(oi^i^tîe deux perpendiculaires à ces plans , 
parties d'un même point, se coupent elles-mêmes i angle drbit.'- - ' i ' 

r ' f 

Rapportons nos deux plans; tangents i. des Cdordrânées rectangulaires, et soient 

» 

a, ft, c; a', b'y c' leurs soutangentes respectives; abaissons de l'origine deux per- 
pendiculaires Yur ce», plan^f enfin rsoient A, B,* C; A^ B^,;C Tes trois CQorion- 
nées du point où ces perpendiculaires rencontrent les plans tangents qui leur 
coïrespondôm#»' v .4... ". '-i ■ ^ ' - ! - i 

• Pcdaqàe ce» dÀix ligna se ilrntOJHuuMut^iii jgkt db«i»»# rtn%[âé>.le ^piarré de 
Vhypotbénuse qui joint leurs extrémités est é^al i la scànmê de leo» qiupréSr 



^94 NOTES PRINCIPALES. 

IVae MÉMOIRE. ^ > ^^ diagonale d'un parallélépipède ayant pour quarré la somme des qaarràj 

des arêtes d'un même angle de ce solide, on en conclut que le quarré d*une dh>ite 

donnée est égal à la somme des quarrés de ses projections sur trois axes rectangit- 

laires quelconques; mais les pBQJecrions des droites que nous considérons sont 

évidemment 

A, B, C, 

A', B' , C, 

A + A', B + B', C + C. 

Donc on a ^ 

A* + B* + <?4- A'* + B'* ^ C» = (A *f- Xy -f (B+By+(C+€y. 

Dans cette égalité, tous les quarrés du premier membre sont détruits parles 
quarrés du second, ce gui donne 

o s AA' -f BB^ 4- GCr, 

Telle est donc la condition qui doit lier entr'elles les coordonnées A« Bj C; 
A', V, C, pour que les deux pl^^ns qui leur corre^ondent sq coupant à angle 
droit. 

Maintenant la perpendiculaire projetée sur le plan des A, B et des a^ fr sera 
aussi perpendiculaire i la trace du plan tangent sur le même plan. Donc les 
coordonnées A , B el les soutangentes a > b seront les petits côtés de deux 
triaiigl.es . dont les trois côtés sont respectivement à angle drdit , ce qui donne 
immédiatement . .,. u, , |. 

A : B :: i i • :: i : j. 

On aism de même, en comparant X, B, Çj pour le preijûar plan^ ^ 
et pour le second. 
Or, AA' + BB' + ÇCisro; donc ^+|pH^^™<»' ' 

• f 

D'où résulte ce théorème général : Pour qw deux plans fang0i$M soient â 
artgle droit, il faut %4^\ i^ ^iSoktîytt tieë voimre îtwersês de hurs souiqngetiies 
correspondant^ soit mUk» 



THÉORIE. SECTION n, 296 

Avant de ten&iner cette note, naos cropns. devoir présenter le moyen de m^moihf 
donner Tangle de deux plans par lee ]|dem de letttB-eçtitBngentes* 

Pour cela, rappelona^oiis toujours que Pang^- de deux j^ass se mesure par 
celui de deux droites qnij parties d'un même point, leur sont perpendiculaires. 
Prenons Torigine pour ce points et supposons, de plus, que les deux plans sont 
équidistants de l'origine : ce qu'on peut faire sans rien changer à leur direction , 
ni par conséquent à l'angle qu'ils forment enti'eux. 

Les perpendiculaires OM , OM^ fig. i4> menées de l'ori^e aux deux plans donnés, 
étant égales par hypothèse, cherchons quel est l'angle qu'elles forment entr'elles 
lorsque leurs trois projections sur les axes des Xy y^ % sont connues et repré-» 
sentées, suivant notre usage, par OM^, OM^, OM^; OM^x» OM'^, OATs. 

Pour cela, je prends sur le prolongement de OM , Om =0M. Alors M, AT, m 
sont trois points d'un cercle ayant O pour centre \ donc MM'm est rectangle en M^» 

£n abaissant sur OM la perpendiculaire M'p; on a par conséquent 

''^M'* _ ^ mM'* ^^ MM'*— flOM» 

'^^-^^ ^ <^ = i0M-^** = — SoîT— 

Or, MM'^sz: (OM, + OM',)* +(OMy + OM'yy + (0M,4-0M'.)'i 
— aOM* = — OM[*,— OM'*,— OM»;^— OM'*^ — OM%— OM'V 

r.^^^ ^ OM.OM',+OMyOM'y + OM,OM'^ 

Donc , O^ ss ■ . ■■ r " ' JcJ" f i. / '■■«■■. < \ 

Donc , le rapport ^^ , par leqael oli r^pr&eotB tourwt Vangle-ds denz lignea 

(c'est ce qu'on appelle le cosinus de cet angle); ce rapport, âis-je, est 

Op _ OM^OM', 4- OMyOUTy + OM>OM', 
ÔW '■ OM.OM^ • 

« ■ , . « 

Trouvons maintenant les valeurs de ces lignes par le moyen des soutangentes 
c, 5, c, a', y, c'. 

Soient prises les longueurs «, C,.y, «', C, y', telles que 

a *•! • c • ?• F :7::OM,:OM,:OM/.OM^:OMV:OM'^ :: • :C: y :«' : c : •. 

J'en conclus de suite 

0M.0M', : OM,OM', : OM.o»i'. : om* : om'» 

'i ««' : w : yy' : ••+c»+y» : «'•+c«+v'»; 

donc » , . . ^ 

(OM,OM', + OMyOM'y 4. ÔmJÔwX LI ^ («*»'* + <g^ + w^ 

OWPOM'* "" («• + ;» 4. y») (,'» 4. tf*» 4. y^«) ' 



396 NOTES PRINCIPALES. THÉOtOE. SECTION I. 

IV* MÉMOIRE. cest-4<[ire^ qu'en prenant les ralenrs itfverses des sontangentes de deux plansr 

donnés , la somme des prodnits deux à deux dés valeurs inverses correspondantes^ 

divisée par le produit des deux droites ayant respectivement ces valeurs inverses 

pour projections ; ce quotient , dis-je, est précisément ce qu*on appelle lé cosinui' 

■ 
de Tangle' formé par les deux plans. 

NOTE IV. 

Détermination des ombilics des surfaces du second degré: \ 

Çuand une hyperbole et une ellipse ont mêmes foyers^ les rayons vecteurs de 
chaque point où elles se coiq>ent sont égaux à la distance d*un même sommet 
de Tune aux deux sommets de Tautre. 

En eiTet^ soit D la distance d'un foyer commun au centre commun, aà^ ûA' 
étant les 'axes placés sur la ligpe des foyers, et R^ R^ les rayons vecteurs, nous 
aurons R + R' = nA pour l'ellipse , ET — R' = aA' pour Hyperbole ; donc 
R = A«*(-A', R'- = A — A': or, ce sont les distances dont nous venons de 
parler. Mais les ombilics de l'ellipsoïde et de l'hyperboloïde elliptique sont res- 
pectivement sur le plan de l'hyperbole et de l'ellipse limites ayant alternativement 
pour foyer et pour sommet les foyers des deux grandes sections principales. 

Ponc, pour avoir les ombilics de l'ellipsoïde, tf ij £iut simplement, dans* la 
moyenne section principale , prendre pour raypa vecteur la distance du sommet 
du grand axe au foyer de la grande section.)) 

On fera la même chose pour l'hyperboloïde. 

Enfin, quand. deux paraboles ont même foyer et même axe. (mais sont diri- 
gées en sens contraire) , la dbtance de leurs sonmiets est le rayon vecteur du 
point où elles se coupent. ... 

- ■ ■ • 

Donc, tf pour avoir les ombilics du parabôloïde elliptique, après avoir déter- 
miné la .distance dji sommât aux foyers des deux sections principales, on prendra la 
plus grande distance pour rayon vecteur de la section principale appartenant i l'autre 
foyer n. Ces déterminations paraissent être aussi simples qu'il est possible df le 
désirer. 
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THÉORIE 



• . 1 



DES 



SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES , 



A LA DÉT 



APPLIQUÉE 



fATIQIf DES LIGNES DE COURBURE. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



Vj e Mémoire tenoinera ce que nous avops à dire sur la théorie 
de la courbure des sur&ces. Nous aurions voulu pouvoir y joindre 
nos recherches sûr les contacts du troisième et du quatrième 
ordre. Mais, encore une fois appelés à rcxtrémité de l'Empire , 
tout doit céder àijx devoirs ' dé notre étirt', et nous nous voyons 
forcés de remettre à un autre temps la publication de la suite dç 
nos travaux. 



r* 



y.*^ 



Avant de montrer ^SNiÈi mui»^<^)sifeididki> icé propriétés dont 
jouissent les sur&ces trajectoires orthogonalçs quelconques , et qui 
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yat MÉMOiREi l6S rendent propres à la recherche des lignes de courbure , nous 

chercherons à &irâ voir l'utilité dont peuvent Atre ces mêmes 
propriétés, par tin exemple pris sur un ordre de surfaces très- 
étendu et pourtant simple encore. Par là nous rendrons plus 
sensibles et plus faciles , les généralités auxquelles xious tàcheroiis 
de parvenir. 

PARAGRAPHE PREMIER. 

DES SURFACES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES DU SECOND DEGRÉ* 

ARTICLE PREMIER. 

Déterminer les conditions qui rendent deux surfaces du second 
degré , trajectoires orthogonales réciproques. 

L'équation générale des surfaces du second degré, rapportées 
à leur centre et à leurs plans principaux est y ccMume on sait y 

Mais au lieu de nous servir de cette équation , nous ferons 

qrusa^y prti=:b*y pqTSitTj 

• » 

et nous obtiendrons y sous une fi)rme plus simple , celte équatLoo 
identique à la précédente 

(S). . • • pqr.px"^ + M^^iy^ + W* n\^ Pi^-Pi^ > 

ou siiuplêmem, 

(S). . . . j9x' + qy^ + rz* = pqr. 

. L'équiaihm Al plan tang*^^^* ^ ^^ Qiiyeàg4»--(&^ -sera 
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Représentons pareillement par Yftt^uÈMQiK^ 

(2)..-. vroi" +(|iy ++«• =a^4, 

1* une seconde sur&ce (2) , aussi du second degré y concentrique à 
la première , et comme ^e à jant les plans coordonnés mêmes 
pour plans principaux ; a* un plan ( ) tangent à cette sur&ce. 

En nommant etf C^ y les trois axes de (2) , nous aurons pa*« 
reiRement 

Exprimons maintenant que les surfiices (S) ^t (S) se coupent à 
angle droit dans toute retendue de leur interseetion. U sufiira pour 
cela d'exprimer que leurs plans tangents (T) et (O), en un même 
point Xy y y Zy se coupent à angle droit. Or , on sait qu'il &uC 
pour rempMr tme telle condition , que la somme des predidts , 
deux à deux , ées coeffieîeiits correspondants àex^ y^z srà; égale 
à zéro -: on aura donc cette équation de condition 

Exprimons ensuite que cette équation doit avoir Keu pour tous 
les points Xy y, z communs aux deux surfeces (8) et (S). It 
faudra pour cela fidre coexister cette équation avec les équations 
(S) et (S). Mais, combinée arec chacune de celles-ci , elle détenmne 
entièrement les pn^ections tfune ligné courbe. Donc en détermi- 
nant ces projections successivement pour ( 8 ) et pour ( S ) , il 
suffira ensuite d'exprimer que ces projections ont fes mêmes équa- 
tions: ce que nous ferons ônméd^a^^iient en égalant les rap- 
ports des coefiBcients correspoindants dans les deux équations d^ 
oonJUtion. 

Élinûnant aoii^ «AXAT à tour Xj y^ z, à^ cejtç équation an con^ 
dition et de la primitive (S), puis de la môme équation et de (2J, 



5oo DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

Y"* MÉMOIRE, nous aUTODS ' . 

(i)..J ?(^— ^jj^'+KTr— 4)z*=/ï2r.'?f , 

!7r{r-^p) x»+<p(r— 5)j'*=-H'H-'*» 

D'où nous tirerons , par la comparaison des coe£EicieiiU que 
nous venons de préparer , 

. 9(P— '•)==?(*— 4)» . . 
r{q--p) == 4(<P— i»)}. 



or, 

• 


' . •: / . 


Pî = 


= c*, *? ==>• 


•pr = 


= h* , ^4 = €^ 


grr = 


= a' , <p4 = ** 



donc 





■A 1 « 

• 


p ■ 


a* -^ £• 6= 


= tf'^- 


-^v 


*•-- C* si 


= €*- 


->v 


C*-i aVs: 


S *V* ^ 


- «•. 



Il est facile de voir que les grandeurs ô* -r- J* , J* — c%(f — a*; 
a* — ^% f * — 7% 7^* — et' ne sont autre chose que les quarrés 
des excentricités des sections principales des sur&ces (S) et (2)* 
P'où résulte ce théorème général. Si deux sur&ces du second 
degré , concentriquea^ ont respectivement les mêmes foyers pour 
leurs trois sections principales, quelles que soient d'ailleurs. ces 
sur&çes , elles se couperont à angle droit dans tous les points de 

leur commune intersection. 

I . • ■ k . 

On peut paiement exprimer ce théorème indépendamment d'ao-^ 
cune notion de foyers ; ni d'excentricité. Il suffit de dire que les 
deux surfaces doivent avoir leurs sections principales re«pcctîyè^ 
meni placer dans les mêmes dIûha, ^ i^vqtrârrés de leurs axes 
correspondants éqmdifierents. Ce nouvel . éisoncé n'est que lâ'tra- 
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daction des trois équations de condition , v* mémoire. 

* - • 

/>(r — ç) = ne (4—^). 

5r(j9 — r) = (P(^ — 4)j 

''(3— P) = +(^ — ^)- 
Remarquons en passant que les équations (1) étant du second 
degré , seulement en x^ij yi^ elles indiquent que les projections 
de la courbe commune à(S)età (S), sont des lignes du se- 
cond degré , ayant leurs axes appliqués sur les axes mêmes de la 
sur&ce. 

Autrement et plus simplement On peut parvenir aux résultats 
exposés dans cet article, par une voie beaucoup plus expéditiye; 
il suffit pour cela d'employer des considérations analogues à celles 
qui nous ont guidé dans la démonstration géométrique donnée 
!¥• Mémoire , pag. 267. 

Pour cela , j'obserye que l'équation générale des deux sqrfaces 
du second degré , 

et 

en les divisant respectivement par a*&V, «'Cy, peuvent être 
mises sous cette forme , 

et 

Si nous retranchons cette dernière équation de celle qui la pré- 
cède, nous obtiendrons 

et cette équation ayant lieu en même temps que celles dont elle 
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"V** MÉMOIRE, est dérivée , la surface cpi'elle représente passe par l'intersectioii 

même des deux sur&ces primitiyes du second degré : c'est l'équa- 
tion du cône ayant Torigiae pour centre^ et passant par l'intersec- 
tion des deux surfaces primitives. 

Si maintenant on veut que les deux sur&ces primitives se coupent 
partout à an^le droit , comme les équations de leurs plans tan*, 
gents sont 

et 

il &udra qa'oa ait toujours cette é^pution de oopdition 

Donc pour que cette équation puisse appartenir à foute intersec- 
tion des deux surfaces primitives, il Ëiut que cette équation ait 
nécessairement lieu en même temps que 

(i=-i)*-+a-FV-+(?-^)«-=<.- 

Donc il £iut que les rapports de leurs coefficients correspondants 
soient égaux , ce qui donne 

(l-l)a-.-=j(^_è)i.e.^(i-l).>., 

ou 

a* — a' = C* ~ &• = yî" — c* , 

résultat qui montre évideiAnent que pour se couper à angle 
droit , il faut que deux surfaces du second degré ayant mêmes 
plans principaux, aient les quarrés dç leurs axes correspon-^ 
dants équidiffêreirts. 
On ferau T^ârjuœn ^Aîlit a^ «^aI*^ «m» inm pnis longuement , que 

deux sarfiM}e8 du çeoopd degoé xie jaundent Be couper partûut à 
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angle droit, 8i cUes n'ont pas mêmes plans prinGÎpaax, et par consé- 
quent , si elles n'ont pas aussi les quarrés de leurs axes correq^on-- 
dants équidififêrents. D'ailleurs ce principe ne nous est pas nécessaire. 

ARTICLE IL 

V intersection de deux surfaces du second degré , trajectoires 
réciproques orthogonales ^ est précisément pour Vune et pour 
Vautre, une des lignes de leur courbure. 

Pour démontrer cette proposition, rappelons nous d'abord que 
les ligQes.de courbure des surfaces sont caractérisées par la pro« 
priété qu'ont les normales à la sur&ce suivant une de ces courbes, 
de former une sur&ce développable. D'où il suit immédiatement que 
^ un plan tangent à la sur&ce &ît marcher son point de contact sui- 
vant la direction d'une ligne de courbure , la sur&ce dévdoppable 
formée par les intersections successives de ce plan , jouira de la 
propriété suivante : te toutes les arêtes rectilignes seront des droites 
tangentes à la sur&ce, et normales à la ligne de courbure. i> C'est ce 
qu'on sait déjà. 

Cela posé , cherchons l'équation de ces arêtes rectilignes. Si l'on 
dififérentie les équations (i) par rapport à âc,^,2, elles donneront 
la position d'une droite tangente à l'intersection des sur||ces (S) , 
(2) j or ces équations d&ent les deux équations difi^entielles 

a(i).... < 

Elles expriment qu'en passant d'un point de (S) on (S) à un autre 
point lufinîment voisin , on marche toujours sur la commune in- 
tersection de ces sunauco. c^Ua^Ao oiuirr» no mo^xr^tncat au plan 
tangent (T). Si dans l'équation (T) je difi^rentie par rapport à 



3o4 DÉVELOPPEMENTS DE GÉOMÉTRIE. 

v»« MÉMOIRE. XjyjZy sans supposer que les coordonnées courantes X , Y , Z 

varient, Féquation difiërentielle que j'obtiendrai appartiendra à la 
fois au plan tangent à (S) en ^,/, z, et au plan tangent à cette 
même surface en x+dx^ jr-^-dy^ z-j^dz : donc cette équation 
di£férentielle appartiendra à l'arête intersection de ces deux plans 
consécutife ; et , en supposant que x^y^z prennent successivement 
toutes les valeurs qui conviennent à l'intersection (i) , Féquation 
di£férentielle que nous allons obtenir appartiendra également à 
toutes les arêtes de la sur&ce développable , tangente à (S) dans 
toute l'étendue de l'intersection (i). 
Or cette équation est 

dÇT).... jt,xg+(?Y| + rZ=o. 

En chassant ^ » ^ de cette équation au moyen des deux équa** 
tions cf ( 1 ) , on a 

On voit que cette équation est simplement du premier ordre en 
X, Y, Z, ce qui lui permet de couper le plan (T) suivant les arêtes 
rectilîgnes d'une surface développable, etc. 

J'observe maintenant que le plan exprimé par cette équation , 
est perfÉndiculaire au plan (0) , tangent en Xy y^ z à la seconde 
surface (S), Si nous prenons en effet la somme des produits des 
coefficients correspondants, par rapport à X, Y, Z dans les équa- 
tions de ces deux plans , nous aurons 

5C.^.2[7r((p— 4)-4.Ç)(4— ^) + 4(9r— (p)], 

grandeur évidemment mille. 

Bonc les arêtes de la sur&ce développable cp^** »^*^^ considé- 
rons, sont à la lois sur ce nouveaii plan, normal au plan (@), et 

sur le plan (T) , qui loi-^inême est normal au plan (®), par hypo- 
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thèse. II suit de là que chacune de ces arêtes est Aormale au plan Y>** mémoire. 
(0) et à l'intersection des plans tangents (T) et (0) qui lui corres- 
pondent : elle est donc aussi normale à la courbe (i) , intersec- 
tion des sur&ces primitives (S) et (?) : donc , enfin , la courbe (i) 
intersection des surfaces (S) et {!>), est pour Tune et pour Vautre 
une ligne de courbure. 

Ainsi <c quand deux sur&ces du second degré ont les mêmes 
foyers pour leurs sections principales correspondantes , non-seu- 
lement elles se coupent partout à angle droit , mais leur intersec-^ 
tion est à la fois une ligne de courbure pour chacune d'elles ^^^ )> 

ARTICLE III. 

Identité des équations nouvelles des lignes de courbure des sur^ 
faces du second degré j apec celles trouvées par Monge. 

Dans cet article , nous allons faire voir que les équations des 
L'gnes de courbure auxquelles nous sonmies parvenus dans Farlicle 

C*) Un mathématicien distingué déjà par de vrais titres > et qui fixera sa place 
dans un rang plus honorable encore ^ Binet jeune / est parvenu de son côté à ce 
même résultat. H Ta trouvé comme tm corollaire des jthéorémea qu'il a. fait 
cônnldtFe sur les moments d'inertie et les* axes des cotpsl Le Mémoire où' sont 
consignées ses recherches, a été présenté en 1811 à la première classe de l'Institut 
de France, et la marche seule que l'auteur a suivie suffirait, sans son assertion, 
pour montrer qu'il est' parvenu ,- par une route qui lui est propre, à des résultats 
qu'il croyait nouveaux. 

En i8o5, j'ai trouvé les théorèmes qui font la base de mon Mémoire. Je les ai 
communiqués à plusieurs géomètres célèbres en France et en Italie; en 180g, 
habitant les îles Ioniennes menacées par Veimemi , incertain sur l'avenir, j'envoyai 
ce même Mémoire à l'Institut Royal de Naple.4 , ainsi quA jo Tai dit au commen-^ 
cément de cette Section. Dans sa séance du a8 mars i8i3^ l'Institut de France 
a reconnu Fantériorité de mes recherches et de leur publication , tout en consacrant 
la légitimité des travaux du oaYoat auquel je suis le premier i rendre justice, 
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V"« MÉMOIRE, précédent y sont identiques avec celles qiie Monge a données pour 

les projections des lignes de courbure de l'ellipsoïde y équations 
qu'il obtient en intégrant Féquation des lignes de courbure après 
l'avoir différentiée d'abord pour obtenir une équation linéaire. 
(Voyez feuille XXIII des Leçons d'Analyse appliquée , données à 
l'École Polytechnique. 

Reprenons donc la première des équations (i) qui sont celles 
des projections des lignes de courbure des sur&ces du second 
degré , Eûtes sur leurs trois plans principaux : 

ou - 

qr * pr ^ ^ 

Or qr = a* et pr = i*. 

On a donc d'abord 

En y substituant pour tt , ^, 4> ^^^^* valeurs données art. I, savoir^ 

^_ -, (p — -f, 4=7> 

«t en nous rappdant que les demi-axes «, C, > de la nourelle 
surface du second degré, sont liés aux demi-axes a, 6, c de la 
première , par les équations de condition 

nous aurons d'abord 

' y m mfiY 

^ ^ Cy «y _^ A ff*— «• 



ce qui doûne immédiatement 
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*>*-^V C* ^« I ^-^y* ^ — ^ V»* MÉMOIRE. 

Multipliant par a^^^'un et l'autre membre de cette équation , nous 
aurons 

Lorsqu'on fera dans cette équation xony égal à zéro y les valeurs 
T et X correspondantes seront celles des axes des x et des y 
de la courbe exprima par cette équation. 
Or il est évident qu'en divisant par €% après avoir fait 

yz^Oy on a ^5^^^.X»=a% 
et ensuite en divisant la même équation par «% après avoir Êdt 

^ = 0, on a ~ ."f'sssg*. 
On aura donc entre les deux axes X , Y, cette relation 

et par conséquent , en vertu des équations de condition , 
Mosge, après avrâr donné Péquation 



n*x* = my* = mw 
pour la projection des lignes de courbure de l'ellipsoïde sur le plan 
^^^ Xy y^ Êdt voir que les axes m, n sont liés entr'eux par 

l'équation de condition 

m' If: An* = B% - 

les grandeurs A, B étant 

Oii voit donc que les X et Y de l'équation ( a ) sont précisément 
les 771 et n de cette équation de condition, lorsqu^on y met pour 
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\mê MÉMOIRE. A et B leur valeur. Notre équation des lignes de courbure est donc 

identique avec Féquation déjà connue. 

Il est facile de voir pourquoi l'équation ^ 

m* rif: An* = B , 

présente un double digne q:=, tandis que la nôtre ne rofifre pas ; 
a% C* étant arbitraires, s'ils sont tous deux positifs , on aura d'abord 
le signe moins pour le terme contenant Y ; mais si S* est négatif , 
ce qu'on peut toujours supposer , puisque c*st une constante ar- 
bitraire, le terme qui contient Y devient positif; et de la sorte , 
on voit que les surfaces du second degré nous présentent dans 

m 

ce cas deux séries de projections pour leurs lignes de courbure , 
l'une composée de courbes elliptiques , l'autre de courbes hyperbo- 
liques : c'est ce que no^s examinerons tout à l'heure avec plus 
de détail. 

Pour ne pas nous arrêter trop long-temps sur le cas particulier 
des surfaces du second degré , avant de passer au cas général des 
sur&ces trajectoires orthogonales quelconques, nous croyons devoir 
renvoyer à la note I , l'examen et la démonstration de quelques 
propriétés ren^arquables dont jouissent les projections ^ des lignes 
de courbure en particulier , et celles des sur&ces quelconques , 
considérées dans toute l'étendue de ces sur&ces. 

ARTICLE V- 

Système général des surfaces trajectoires orthogonales 

réciproques du second degré. 

Mettons l'équation générale (2) sous la forme 

Sà^ yft 2^ 

(2)..... -+^-4--=i, 

et regardons les trois quantités a^ bj c comme des constantes 
arbitraires. D'après ce que nous avons démontré dans notre pre-: 
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mîer paragraphe ^ si a, & , c prennent successivement les valeurs v«« mémoire. 
ùLy € ,y j telles que 

toutes les sur&ces du second degré qu'on obtiendra de la sorte , 
ou ne couperont pas du tout la surface (2) , ou la couperont par- 
tout à angle droit. Il faut voir quelle forme générale ce système 
de sur&ces doit prendre dans l'espace. Mais afin de n'avoir plus à 
nous occuper des conditions qîii lient a^ by c entr'elles , faisons 
a* — c^=im^jh\ — c*= 72'; par là l'équation (2) deviendra 

équation dans laquelle m , n sont des constantes définies , inva- 
riables , tandis que c est entièrement arbitraire : enfin , supposons 
a>6>c, d'où m> n. 

Si nous fiusons d" infini, il faudra que 77Z*+ c", n^+c^ le soient 
pareillement, et par conséquent aussi a et & : c'est l'ellipsoïde li- 
mite de l'espace. 

Si nous supposons ensuite que c* diminue successivement , tant 
qu'il ne sera pas négatif, l'équation (2,) sera celle de l'ellipsoïde , 
qui diminuera aussi en tout sens. Lorsque c* deviendra nul , l'el- 
lipsoïde réunira ses feces supérieure et inférieure pour se réduire 
sur le plan des jc, / , à la portion de ce plan , comprise par l'ellipse 

et le système des ellipsoïdes aura par conséquent rempli de ses 
points tout l'espace. Remarquons en passant la courbe 

limite des ellipsoïdes; ses axes 

am =#a|/(a»%-c*) et an = 2/(6* — c*) 
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V"« MÉMOIRE- g^jjj içg excentricités mêmes, communes à tous les ellipsoïdes , ce 

qui veut dire que cette courbe a ses quatre sommets aux deux 
foyers conununs des grandes sections principales, et aux deux 
foyers communs des petites sections principales de toutes les sur-r^ 
faces du second degré du système. 

Si C après être devenu nul devient négatif, Téquation (2) 
deviendra 

Cela posé , si c*, après être passé du positif au négatif en s'éva- 
nouissant, croît ensuite de plus en plus négativement , la surËice 
(2.) d'abord réduite à Faire plane environnant l'ellipse limite des 
ellipsoïdes , formera un hyperboloïde hyperbolique ou à une nappe 
(la gorge d'une poulie nous ofire une forme analogue à celle de 
cet hyperboloïde). Lorsque c* sera très-petit, la gorge de cet hy- 
perboloïde sera très-rapprochée de l'ellipse limite , et très-étrangîée ; 
au contraire , elle se dilatera de plus en plus , à mesure que c^ 
croîtra, de manière que quand c* sera égal à n* = ft* — c*, Phy- 
perboloïde à une nappe sera entièrement aplati sur le plan du petit 
et du grand axe , et l'équation (2») deviendra celle de l'hyperbole 






hyperbole dont les sommets sont aux foyers des moyennes sections 
principales du système, puisque la moyenne excentricité com- 
mune est de 

a* — ô* = m* — n% 

valeur de l'axe réel de cette hyperbole. 

Si c* croît toujours négativement, Thyperboloïde deviendra ellip- 
tique ou à deux nappes : on peut s'en former une idée , par exemple , 
en feisant tourner une hyperbole sur son axe réel .elle engendrera 
ce que nous appelons un hyperholdidc elliptique. 
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Dans ce dernier cas y réquatioù (2) deviendra V"« mémoire. 

Cet hyperboteïde est aplati sur le plan du petit et du grand axe ; 
c'est la partie intérieure des branches de ITiyperbole limite qui 
appartient aux premiers hyperboloïdes ou à une nappe ; l'autre 
partie de ce plan appartient aux hyperboloïdes à deux nappes. 
Remarquons encore que les axes de la courbe 



£' 



s 



rn^—n'' »* 



mr — n" 

â cause que 



771*— n* = a*— J*, n»=6* — c% 

sont aussi les excentricités des sections principales sur le plan 
des X, z. 

Enfin, si c* surpasse de plus en plus n% l'hyperboloïde ellip- 
tique ouvrira peu à peu chacune de ses nappes en même temps 
qu'il les rapprochera l'une de l'autre pour aller les aplatir et les 
confondre enfin toutes deux sur le plan des ^, z , ou des petites 
sections principales. Dans ce cas , la surface du plan , tout entière , 
sera l'hyperboloïde à deux nappes , et la dernière limite de nos 
surfaces j car si c* croissait négativement au-delà de m*, l'équa- 
tion (Z) devenant 



,ft 



y* t^ ^^^ 



I "Ë « r\ 



ou -T -I- — ^ -I- 1- 1 =: O 



ce serait la somme de quatre grandeurs positives , et jamais elle 
ne pourrait être nulle. 

Si nous considérons maintenant les intersections des surfaces de 
ces divers systèmes , nous verrons que les hyperboloïdes à une 
nappe tracent sur les ellipsoïdes toutes les lignes d'une des cour- 
bures de ces ellipsuïdM ^ tandis que les ellipsoïdes à deux nappes 
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v«« MÉMOIRE, tracent sur ces mêmes ellipsoïdes toutes les lignes de leur seconde 

courbure. 

Nous verrons que les hyperboloïdes à une nappe, en traversant 
les surfaces ellipsoïdes , y tracent des courbes qui tournent toutes 
autour de l'hyperbole 



1 -I- -T 



m* — 71* ' n» 

limite de ces hyperboloïdes j et qu'à mesure que les hyperboloïdes 
à une nappe s'aplatissent , à mesure aussi les courbes d'inter- 
section s'approchent de l'hyperbole des limites, sans pouvoir jamais 
la toucher que quand l'hyperboloïde s'évanouit et devient cette 
hyperbole même. 

Ainsi l'hyperbole limite des (2.) et des (2,) , partant des foyers 
des grandes sections principales , s'élève perpendiculairement au 
plan de ces sections , en traversaAt à angle droit tous les ellip- 
soïdes , et en marquant sur chacun d'eux quatre points autour 
desquels tournent et dont s'approchent de plus en plus les lignes 
d'une des courbures de ces ellipsoïdes. 

Si qous considérons l'hyperboloïde à deux nappes , nous verrons 
qu'au lieu d'être embrassé par l'hyperbole des limites , comme 
l'autre hyperbole ïdc , il l'embrasse constamment, et s'en approche 
de plus en plus à mesure qu^îl s'aplatit , pour se confondre avec 
: l'aire même de cette hyperbole , lorsqu'il s'aplatit enfin tout à fait 
sur le plan des moyennes sections. 

Donc les secondes intersections des ellipsoïdes et des hyper- 
boloïdes elliptiques , tournent comme les premières autour de 
l'hyperbole limite : donc enfin , cette hyperbole marque sur chaque 
ellipsoïde, quatre de ces points singuliers qu'on a nommés ombilics, 
autour desquels les ligues d'une des courbures croisent celles de 
l'autre courbure , de manière à l'enclaver entièrement dans leurs 
branchea , à lei resserrer de plus en plus , raaia sons pouvoir passer 
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par lui qu'en réanisdant à la fois en une seule j deux lignes de v>m mémoire. 
dijSerente courbure, et les deux branphes de chacune de ces lignes. 
(Cette courbe est ici la grande section iprincipaie.) 

Il est bon de remarquer en passant , cette singularité très-pi- 
quante ; les quatre ombilics séparent quatre parties sur la moyenne 
section principale de l'ellipsoïde; deux de ces parties opposées 
forment une ligne unique de plus grande couii)ure , et les deux 
autres parties opposées , une ligne de moindre courbure. Les dçux 
premières appartiennent aux h3rperboloïdes à une nappe , les deux 
autres appartiennent aux byperboloïdes à deux nappes /et lé point 
ombilio est celui où les deux courbures deyie^oent égales : enfin , 
dans ce poidt , les deux lignes de courbure qui devraient se couper 
à angle dfoit , ne sont quQ le prolongement l'une de l'autre. 

Pai youlu déyel«per ici , pour les ellipsoïdes , la i]|anière dont 
notre systêmcf^pneral de«sur&ces décompose lef formes des sur- 
faces individuelles qui le constituent ; et montrer , si je puis parler 
ainsi , avec quelle perfection il dessine et caractâîse la forme des 
lignes de courbure et des éléments qui leur^orrespondent 

Paurais pu fidre yoir ayiec une «eg^e fadlité , que les byperbo- 
loïdes à deux nappes ont pour ombilics les points où l'ellipse limite 

^ + ^ = 1 les traverse ; aif moyen de ces points , j'aurais de- 
composé la .grande section principale de ces byperboloïdes en six 
parties , dont les deux intermédiaires auraient appartenu à la plus 

grande, et les quatre autres à Ig moindre courbure, etc ; et 

par là , j'aurais montré qu^l'hyperboloïde à deux nappes ou ellip- 
tique est , connne V ellipsoïde , 4oué de quatre ombilics , tandis 
que l'hyperboloïde à une nappe ou hyperbolique , n'en saurait 
avoir aucun. 

Ces propriétés des ellipses et des byperboles limites fournissent, 
comme on vQlt , un moyen très-simple de déterminer iomiédiate* 

4o 
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\t»ê MÉftomE. ment 1^ ombilics d'une surface du second degré , rapportée à seâ 

plans principaux.' ( Voyez la note IV du Mémoire précédent ) 

ARTICLE V. 

Du système des surfaces paraholoïdes trojectoires orUiogonales. 

Jusqu^ici nous atons supposé que les diverses surSices du second 
degré dont nous nous sommes occupés , avaieht leur centre rap-^ 
porté à L'origine des coordonnées ; cependant il est un genre de 
surfaces du second degré qui ne peut se prêter à cette hypothèse j 
c'est celui des paraholoïdes. On sait en effet que le ceiftre deâ 
paraholoïdes se trouve toujours à une distance infinie du point \t 
plus prés de la surface et laquelle il appartient. - 

Comme ^ n^a point encore fait connaître ^ forme et la nature 
des lignes de Co1bl)ure des paraholoïdes , nous nR>n8 les déter- 
miner en employant pour cela notre méthode des surËices tra- 
lectoires orthogonales. Nous completterons ainsi tout ce qu'il est 
possible de dir^ sur 1§ génération des lignes de courbure des sur*- 
Ëices du. second degré. Enfin , par ce nouvel exemple , nous nous 
&miliariserons encore plus avec ces systèmes généraux de trois 
groupes de surfaces , tels que les sujrÊices de chaque groupe sont 
coupées à angle droit par toutes les surfaces des deux autres groupes, 
et coupées suivant leurs lignes de courhure. ' 

Avant d'aller plus loin , observons jque les paraholoïdes du second 
degré présentent , ainsi cfat les hyperboloïdes , ^eui variétés hien 
distinctes : quoiqu'ils ne puissent jamaîf avoir qu'une seule nappe , 
ils peuvent être , comme les hypCTholoïdes , elliptiques ou hyper- 
boliques , suivant .que leurs deux cibuibures sont dirigées dans le 
même sens ou en sens opposés. 

-Dans le paraholoïde elliptique , toutes les paraboles qullest pos- 
sible de tracer sur la surfece, ont leurs branches tournées d'un même 
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côté de Taxe, et TéquatiOQ de la surface est de la forme ' ynt mémoire- 

Alors les distances de Torigine atix fitjer^ des deux sectioD$ 

il* ^ C* 11* «-^ ^* 

principales , sont respectivement , , tandis que la 

distance du sommet de la surfkce aux foyers dç ces sections, est 
c*^ ft*^ 

aa-* aa* 

La seconde espèce est celle où le paraboloïde étant hyperbolique , 
a ses deux sections principales dirigées en sens contraires et oppo- 
sées au sommet. Par conséquent son équation prend la forme 

z* , a* , y* 

I • 

et les distances de l'origine aux foyers sont respectiyement 

m 

^^ t ^ ■ i% eÉIrîsIble qu'ici les distances 4l2 sommet de la 

• ■ 

— c^ f ft* 

sur&ce aux foyers sont respectiyement , ^^^ ; ce qui nous 

montre que le sonmiët de la parabole est placé entre les foyers 
de ses deux sections principes. 

Ainsi le caractère géométrique 3u paraboloïde elliptique , c'est 
d'avoir a^ deux foyers principaux d'un même côté de l'axe , rela- 
tivement au sonunet; et le caractère du paraboloïde hyperbolique^ 
c'est d'avoir son sommet constamment entre ses deux foyers prin- 
cipaux. Passonsii maintenant à la formation du système général de 
trajectoires orthogonales pai^oloïdeg. 

Prenons l'équation . 

rvT -«* .y^^ajd 

I 

qui est susceptible i^'appartenir à tou^ les paraboloïdes possibles , 
par la variation des oîgvies et de la grandeiu:.4^ a > & ,^.. L'équation 
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Y«« MÉMOIRE, générale du plan tangent à cette. sorÊice sera 

zZ , y Y , X X ^ 

X, Yy^Z étant les coordonnées courantes du plan , tt Xy yy z 
celles du point de contact. Soit maintenant 

Péquation générale d'un second paraboloïde. Nous aurons aussi 



^a.:^a-ï 



X 



pour réquation générale du plan tangent à cette sur&ce.* 

Si donc nous youlons ' exprimer que [2,] et [2 J se coupent 
partout à angle droit, il sufl&ra de multiplier deux à deux les coeffi- 
cients correspondants de X^ Y> Z dans les équations des deux 
plans tangents ,^et d'égaler à zéro la sommftpjte^roduite. Cette 
opération conduit inmiédiatement à l'équation de condition 

■ ■ 

ou ^ • 

Maintenant , puisque les sur&ces [2 J et [2 J se coupeftt partout 
à angle droit , si nous éliminons x des deux équations qui les re- 
présentent , l'équation résultante et celle de condition (c) devront 
être identiques; or, pour opérer cette élimination , il suffit de tout 
multiplier par a dans [2,] , et par et dans [2 J, on aura ensuite> 
par une simple soustraction^ 

(5-7)x-+(5-p)r=«— , 



fr. 
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Comparant cette équation à ceDe qae rumé venons de taoQVer v>* mémoibb. 



• . 



am _^ . am 



leur identité conduit immédiatement aux résultats suivants : 






ou a (a*— >•) = A (a* — c*) j donc —^^ —zz-f 



» ■ * 



9«i âa 



II\ a«:;= , ou acL^'^a*ct=:a€* — cib% 



ou a (a*— G*)= a (a* — 6') ; donc 



stm aa 



Or , d'après ce que nous ayons exposé préliminairement sur les 
. surfaces parcj^oloïdes, les quantités , — - — senties distances 






de l'origint aux foyers des grandes sections principales {x^ y) des 
sur&ces [X,] et [2 J : donc , premièrement*, ces foyers sont iden-;^ 

tiques. De même , ^ ~ , ~ représentent la distance de Fôri- 

gine aux foyers des petites sections princip^es (x, z) de [2,] et 
[2J : donc/ secondement, ces foyers sont identiques. Donc enfin, 
la seule condition nécessaire pour que deux paraboloïdes se cotfpent 
partout à angle droit , c|est que le foyer de chacune de leurs sec^ 
tions' principales correspondantes et Jle sonmiet de la sur&ce, soient 
respectivement les mêmes. * 

Passons maintenant à la discussion de l'équation* générale 

dans laquelle «, €, ^ sont liées ayec a^'b^c par les deux équa- 
tions de condition 

î?= • et = — z-^. 
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qui laistent par conséquent une des trois çcHistantes A| Ç, > 
entièrement arbitraire. 

Supposons , pour fixer les idées , €* > 7', et regardons >> comme 
k constante arbitraire. Tant qbe y sera positif , le^ deux foyers d^ 
[2 J seront placés à gauche du sommet y ainsi que nous l'ayons vu 
plMshaut; ou, ce qui revient au même, le sommet sera placé en 
dehors et à droite des deux, foyers principaux ; il. appartiendra 
donc au paraboloïde elliptique , et tous ces paraboloïdes elliptiques 
formeront un premier groupe qu,e nous repréieitferons ainsi , . 

Il est yisible onciorë que plus le sommet s'éloignera des foyers , 
plus ^ augmentera , ainsi que € et ^; çjt ces premiers paraboloïdes 
qui rempliront d^ leurs points tout Fespace jusque l'Infini, ne 
pourront se couper entr'eux j car dans Fequation de c&iâition de 

leur intersection 

' " . 

(c).... -^.2*+-^ •:>'•+ 1=0, 

m 

tous les termes sont alors oécessairemctut pQ9itil&; et cette équation 
ne fieut , par conséquent , rien signifier 4e réëU 
. En faisant ensuite >* = o , il fiiudra que z ^ii^qQ, c'est Féfuation 
du plan des Xyjf: l'équation [2 J devient dora *• . 

c'est une parabole horizontale liinite de» paraboloïdes , tournée 
vers les x négatife , ou vers la gauche. X<e sommet de cette courbe 

a poiH- abscisse x.:fr -'(A étant la valeur db « lorsque y =aso). 

Mais dans ^^^ = ^i^y lorsque >»=o. . . . ft = 2l=:£l. Donc 
le sommet de Ih porabole limite, plactîe dans le plan- des * , j^ , 
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est au foyer même des sections principales des 2 et ^. On itaon- vat mémoire. 
trerait ayec une égale Êicilité, que cette parabolea pour foyer même, 
l'autre foyer du paraboloïde. I^ailleurs c'est la condition générale 
à laquelle sont âssujéties toutes les dérivées de l'équation (2,)=^ o, 
dont la parabole limite [i] = o n'est qu'un c^ particulier. 

Si y^ contAue de décroître apUs s'être évanoui ; il déyiéndra 
négatif^^et l'équation [Z|] prendra cette nouvelle forme 

. [SJ-...'|fî + ^ = i + ^; 

c'est l'équation des paraboloïdes hyperboliques (de ceux où le 
sommet est entrç les deux foyers ) ; et l'équation [2,] conserveA 
cette forme tant que €% par la diminution contbiuelle de y% ne 
sera pas devenu nul, et ensuite négatif, 

. Lorsque €^ s'évanouira , [2 J se réduira à • 



QX Z* 



A'' étant Ta valeur de & lorsque C'^sâ o. Mais dan$ 

— - — =' , lorsque b=o, a=A"= — - — . 

Donc la limite des paraboloïdes hyperboliques qui forment le 
second groupe de nos trajectoires orthogonales > cette limite , dis-je, 
est une parabole verticale dont le sommet est au foyer cominun 
des sections principales horizontales^ tandis que son foyer est 
aussi celui des sections verticales x , z , puisqu'elle est elle-même 
une des sections principales du sy^ême. 

Supposons* enfin que €* s'étant évanoui, continue à diminuer, 
et devienne de plus en plus grand négativement; l'équation [2^ 
Se transfo/inera en celle-ci , 

/•v "» 2x I y* _j »* 
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Vm mÉBfoiRE. équation da parabolbïde de première espèce ^ mais dirigé vers Ut 

droite ^ tandis qae les paraboloïdes de ce genre , mais du prunier 
' groupe y sonf dirigés yers la gauche. 

' Ainsi donc , P. le sommet des difierents paraboloïdes. du système 
général peut être à droite des foyers , communs de leurs sections 
principales ; alors tous les paraboloïdes sont ellîptiqdis ; ils s'étQp- 
dent tous à Tinfi^i yers la gauche , et ils remplissent exactement 
Fespace de leurs points. 

IP. Le sommet avançant constamment delà droite yers la gauche, 
arrivera entre les deux foyers conmiuns à tout le système ; alors 
t«us les paraboloïdes sont hyperboliques , la section principale 
du foyer encore ^ gauche , s'étend par conséquent encore a l'infini 
*yers la gauche, tandis qu'au contraire la section principale du foyer 
passé à droite-, s'est tournée yers la droite, où elle s'étend à 
rinnni. Tous ces paraboloïdes hyperboliques forment ensemble 
un second groupe qui , conune le premier , remplit de ses points 
tout l'espace. * ^^ 

IIP. Enfin , le sommet des^raboloïdes avançant tocqours de la 
droite vers la gauche , laissera les deux foyers à droite, et se 
trouvera à leur gauche ; alors tous les paraboloïdes redeviendront 
çlligti^es; ils s'étendront de même à l'infini, mais yers la droite, et 
il3 formeront un troisième groupe qui, conune les deux premiers, 
remplira tout l'espace de ses points. 

D'ailleurs les ^ paraboloïdes elliptiques, premier groupe, étant 
supposés séparés des paraboloïdes hyperboliques , second groupe , 
par une parabole horizontalei^ celle-ci a son soipmet au foyer 
commun des septions verticales , et son foyer au foyei des sections 
dont elle-même fiiit partie. 

Au contraire, les paraboloïdes elliptiques, troisième groupe, 
sont séparés des paraboloïdes hyperboliques , seconcf groupe , 
par une parabole yeriicale ayant son sommet au foyer commun 
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des sections horizontales, et son foyer au foyer des sections v««BiÉMiomS. 
Terticales. 

Cette dernière parabole sera le lieu des ombilics de tous les pa- 
raboloïdes, premier groupe , comme la première parabole le sera 
pour tous les paraboloïdes du troisième groupe. Les paraboloïdes 
hyperboliques ne pouvant jamais avoir d'ombilics, n'en ont point 
non plus d'indiqués ici. 

Après avoir exposé dans tous ses détails la génération des trois 
groupes de surfaces paraboloïdes trajectoires orthogonales , il nous 
resterait à prouver que ces surfaces se pénètrent suivant leurs 
lignes de courbure. C'est ce qu'on peut faire immédiatement par 
la méthode de l'art. II. Dès-lors on verra P. que les lignes de couf'- 
bure du paraboloïde elliptique sont, en projection, des paraboles 
sur les deux plans principaux , et des eUîpses ou des hyperboles 
pour la projection des lignes de l'une et de l'autre courbure 
sur un plan normd à Taxe ; It*. que les lignes de courbure du pa- 
raboloïde hyperbolique sont des paraboles dans les deux premières 
projections , et des hyperboles dans la projection sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe. 

Remarquons que l'examen de notre système ne nous donne pas 
isolément les propriétés relatives à la courbure d'une seule variété 
des paraboloïdes , mais bien des deux espèces à la fois ; de même 
que dans la recherche des lignes de courbure des surfaces du 
second degré ayant un centre , nous n'avons pas trouvé seulement 
les propriétés de la courbure des ellipsoïdes ou d'un genre d'hy- 
perboloïdes séparément. Car un seul et même système de sur"* 
iaces trajectoires nous a &it connaître à la fois les propriétés de 
la courbure des trois genres de sur&ces du second degré ayant un 
ceii^tre. Lg connaissance de l'un de ces genres a pour ainsi dire reflété 
sa lumière sur la connaissance de la nature des deux autres. Cest 
1^ certaineutent un 4es plus grands avantagea de la i^fiéthode que 

4ji 
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y»» MÉMOiKE. noua avoDé cnoployée. Mais il &ut faire voir maintenant qu'elfe 

n'est pas due à la rencontre fortuite d'un cas plus ou moins heii<>- 
reux i et que le traitement de ce cas n'est que la conséquence d'une 
théorie générale , également applicable à tous les genres de Sur&ces* 

S IL 

DES SURFACES TRAJEOTOifiSS OflTHOGOlHfALES DIJS DEGAÉ ET DUIK 

FORME QUELCONQUES. 

ARTICLE PREMIER. . 

Dès cônditiûni d'ùtlhogonalité ou d^orthotamie , exprimées 
par des équations aux diférentielles partielles du premier 
ordre. 

Cette propriété constante qu'ont le» furfti<ie* du second degré f 
d'être coupées suivant leurs lignes de courbure dés quelles sont 
comprises dans un des trois groupes du système de trajectoires 
orthogonales ; cette propriété , dis-je , n'est point particulière k la 
ËimiUe de sur&ces que nous yenons d'easjuniner. Le môme théwâfiie 
s'étend également à toutes les formes possibles ^ et yoioi son énonce 
le plus général. 

Si les sur&ces (8,), (S^, (S|) sont Supposées se couper dsux 
à deux à angle droit dans tous les points de leurs intersections j 
si de plus elles dépendent toutes trois de la yàleur absolue d'oo 
même élément « ; quand cet a prendra soocessiyement diverses 
valeurs ti\ m", a'"^ etc.4 . •, let trois autres changeaiit à la fois 
de forme et de position dans l'espaoe y se transformeront en 
autant de nouveaux groupes de trois sorbces (9^^ (8«y, (1^)' ; 
(S.r, (W (3,)"j (S./'', (&:/% (S,y^ etc 

Cela posé, si toutes les (8.) sont coupéeè & angle droit par toutes 
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tes (S.) et p«r tootefe les (S,), dans tonte Fétendae des traces mac- '^'" MÉMonB. 
quées parcelles-ci sur les premikes. Si de même les (S,) et les (S,) se 
pénètrent constamment à angle droit j alors ce Hntersection des (S.) 
et des (S.) présenterfi à la fois les lignes d'une des courbures des 
(S,) çt des (S,) ; l'intersection des (S|) et des (83) présexîtera les 
Ugnes de la seconde courbure des (S^) et de la première des (S,) : 
enfin, l'intersection des (S^) et des (S|) présentera les Ugpiçs de 
seconde courbure de ces dewc derniers groupes de sur&ces.)» 

Pour démontrer ce principe général , nous allons d'abord expri* 
mer analjtiqaement que les sur&ces de dâSërents groupes (S,) , 
(^0 ) (Sa) M coupent à angle droit , par fe moyen d'équations aux 
dififêrentieUes partielles du premier ordre. 

Ces premières équations ne nous apprendront rien de partiçu^ 
lier y il est vrai ; mais en passant , par leur moyen , aux difiereur 
tielles partielles du second ordre , les nouvelles équations de con- 
dition qui viendront s'offrir à nous, considérées isolément^ seront 
précisément ceHes des lignes de courbure des (S.) ^ des (S.) et des 
(S3) ; ce qui présentera la démonstration générale du principe que 
xious venons d'avancer^ 

Soient donc trois systèmes de siirËices (8,)^ (S.) r (Ss) récipro- 
quement orthogonales et de la forme 

^{XyyyZ,a)^oi /(x,\y,«,^«)5=:o^ f(x,y,z,4*)=o, 

^a et 4^ étant des fonctions arbitraires dont la nature est don- 
née par l'orthogonalité même des sur&ces de dififêrent groupe* 
Il est évident qu'en supposant x^y^z détemunés dans ces équa« 
lions , A , 9r«, >|/A le seront parefllément ; c'est-à-dire , que pour 
chaque point de l'espace on pourra trouver trois sur&ces 
du systénie c<Hn]^ qiie nous considérons, (S.) , (6^9 (Sj)^ qui 
se couperont €n ce point à angle droK. Réciproquement aussi, 
«Q regardant x^y^z coSsme dca fonettond de et] ira^ 4^9 pour 
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Y»« MÉMOIRE. UDe valeur particulière de «, de tt et de 4i ^^y j^ seront deter-^ 

minés ; ils représenteront les points communs aux trois sur&ces 
individuelles correspondantes aux valeurs particulières de a , ^^ y 
4â( 9 que Pon considère. Cela posé , soient les équations di£fêrentielle^ 
partielles du premier ordre 

(1).... { dz=zfdx + ^^dy \ de 

dz =ip'''dx + 3'VjK 
et 

^ l'dx -f- yrf/; d^' == ^dx + rrf^C 

les équations différentielles du second ordre des mêmes sur&ces 

(S.) , (SO , (Ss)^ 

Puisque les trois surfaces générales (S,), (S.),(Sj) doivent se 
couper deux à deux à angle droit ^ on aura d'abord ( Monge y 
premières feuilles d'Analyse)^ 

+py^qY'^ Of 
+ p'Y -+• q'Y — o. 

Ces équations de condition sont aussi celles que Lagfange a 
données dans un Mémoire inséré ^si je ne me trompe, parmi ceux, 
de l'Académie de Berlin^ 

Mais le problème ainsi mis en équation , est plus que déterminé. 
Pour que le système de ces trois équations paisse réellement ap« 
partenir à trois séries de surfaces trajectoires orthogonales y nous 
allons iaire voir qu^H faut de plus qu'elles satis&ssent à trois autres 
équations aux différentielles partielles du seccmd ordre* Or ^ ainsi 
que nous l'avons avancé déjà ^ co& nouvelles équations sont prér 
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cîsément celles ^es lignes de coucbure des trois groupes de sur- v>'« i^iémoike 
&ces trajectoires orthogonales. Ce sera l'objet de rarticle suivant. 

Pour concevoir par la géométrie , quelle est l'influence de ces 
équations du second ordre, qui nous apprennent ce que les équa^ 
lions du premier n'apprennent pas, observons que quand trois 
groupes ou séries de surfaces se pénètrent à angle droit , elles 
présentent trois séries d'intersections qui sont des lignes trajec- 
toires pareillement orthogonales j c^est ce que nous avons appela 
les orthotomiques. Si donc on mène en chaque point d'un pareil 
système, trois plans tangents aux trois lignes qui s'y croisent 
|>rises deux à deuit , il faudra que les trois équations de condition 
du premier ordre soient satisfidtes ; et dès qu'elles le seront , les 
lignes trajectoires se cou()eront à angle droit. 

Mais il ne suffit pas que les lignes des trois séries de lignes 
trajectoires se coupent partout à angle droit, pour qu'on puisse 
les supposer placées sur des sur&ces trajectoires orthogonales ou 
orthotomides ^*\ C'est donc cette dernière propriété que doivent 
exprimer les trois équations aux diSerentielles partielles du second 
ordre dont nous voulons connaître la vraie signification. 

Dans la filiation de ces idées, on doit reconnaître celles de 
Monge, sur les équations qui ne satisfont pas aux conditions 



(*) Ainsi y par exemple > si nous ' concevons qne sur un sphéroïde y on trace 
un système de trajectoires orthotomiques > autre que celui des parallèles et des 
méridiens , puis toutes les normales de ces sphéroïdes y en alongeant ou en 
diminuant d*unet quantité constante toutes Tes normales à la fois , on formera une 
infinité de sphéroïdes. En traçant sur ces nouveaux sphéroïde , de nouvelles Ira* 
jectoires orthogonales , elles formeront avec les premières et toutes les normales 
communes , un système de lignes trajectoires orthogonales à trois dimensions. Ce- 
pendant on ne pourra former avec elles aucun système de surfaces trajectoires 
orthogonales > car les normales sont alors les intersections de deux systèmes de 
surfaces gauches qui ne sauraienr ws «ouper partout^A fuogle ûxoit, 
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¥«« nÉMoms* d'intégrabilitë , et qui dés^Iors ne poarant plus appaitemr à déii 

sur&ces , appartiennent à des lignes courbes. Seulement, ici , aa 
lieu d'une seule équation aux différentielles partielles, nous avons 
trois de ces équations liées à trois séries d'un même système do 
lignes ou de surfaces. 

ARTICLE IL 

Des conditions d^orthogonalité ou d'ortkotomie y exprimées par 
des équations aux différentielles partielles du second ordre. 

Supposons maintenant que du point x^ y^ z correspondant a 
trois surfaces trajectoires quelconques , on passe arbitrairement au 
point infiniment voisin x-f-^,^4-Jy, «4-cfe, tous les coefficients 
difierentiels varieront à la fois , mais dej manière que les équationa 
de condition entre (S,), (3»)) (S3)ne cessent pas d'avoir lieu. 

Supposons de plus qu'au lieu de passer du point x , ^ > 2 au point 

y+«rx,7'+ jy, z+J^ dans une direction absolument arbitraire, 

nous marchions sur l'intersection des surfaces (S«) et (Sa). Il est 

évident que les trois surfaces (S,) , (S.), (Ss) se coupant en x, j^, a 

à angle droit, l'intersection des sur&ces (S|^ et (S^) sera normale 

en ce pointa la sur&ce (S,). Mais d'ailleurs les équations de cetto 

normale sont 

(Z— «)jp'4.X — xaao, • 

et elles donnent 

dX 

"^~"^f d'où ^=2: 




or i 3K 



Ces valeurs de ^, ^ seront donc celles de ^ , ^, et tout ren* 

trera dans le ealcol ordinaire des difierentielles partielles. Obser- 
vons maintenant que quand nous passons du point Xy y^ z txii 
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point x^dXfy+dx^z-i^dzjAsLcésarïiîAeTsec^ri dessiir&ces 
(S,) et <S|)y.ce8 jtem . fluides ne cessent pa» de se pénétrer à 
angledroit : donc alors l'équatiim 

qui marque cette orthogûnalité , lie doit pas cesser d^aroir Uea 
Donc aussi nous aurons 

équation o^ dp\ dq"f dp'% dq"' doiyent être prises relativement aux 
c&ycf^^c&dontles rapports^, ^ sont liés entr^eax par les rela- 
tions qn'a fournies Féquation de la normale à la sur&ce (SJ. 
Mais en vertu des équations (II), cette équation devient 

Or , ^ =s ^ est la condition ponr que cette équation indique qu'on 
marche sur la normale de (S,) : divisant tout par dx , substituant en- 
suite ^ au lieu de ^ , et multipliant après par p'^ il viendra donc. . 

équation qu'on peut mettre sous h forme suivuits. 

Si au lieu de marcher sur rintersection de(^.) et (8$) , j'aviais marché 
sur l'intersection de (9.) et (S^) , il est visible que j^aittais obtemi une 
équation de condition aux diflërentielles partielles secondes , sem- 
blable à celle-ci , et identique avec elle , en j changeant les signes 
(') en ('^), "et réciproquement. De même encore, si j'avais coor-. 
donné les dx^ dy, dz àe manière à marcher sur l'intersection (S.) 
^t (^»)> j'aurais obtenu une équation identique à la première, en 
y changeant les (')cii(^'>y et réciproquement j "^et identique 
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arec la seconde , en y diangeant les {'*) en (^")y et réciproque^ 
jBçnt. DonC) eofin, en effectuant ces diyeraes transmutations, 
nous obtiendrons aux différentielles partielles secondes ^ les troia 
équations de condition suiyantes : («) • • i» . 

Remarquons maintenant qtie dans ces équations , les trois pren^iers 
termes de la première , âont identiques arec les trois premiers do 
la seconde; les trois derniers de la première ayec les trois premiers 
de la troisième équation : enfin y les trois derniers de la seconde 
avec les trois derniers de la troisième équation. Il suit de là que 
ees éqccations peuvent être mises sous la forme 

A"'-l- A"s=o, 

A"'+ A's= o, . . . . 

A"+A'=o, 

A', A", A'" représentant les parties de ces équations où se trouvent 
(r', *',«'), (r", y', ï"), (r"', s"'y f) ce <ïia donne immédiatement 

.A'=o, A"==o, A"'=o. 
Substituant pour A'j A", A'" leurs premières valeurs , nous aurons 

{j' .ff H- y {pY 4- çy") -1- H 4Y =* o, 
T",pf' -h «" (i?'«'" + (if) 4- *".?'?'" — o, 
j"'.f'f 4- ^«(pV -j- <(f) + l!"4(i' =a a 

Si nous observons maintenant que les équations des normales 
À (S,), (S,), donnent respectivement en x et j^, 
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ce seront les éqaations de la projection de ces trois normales yn» mémoire 
sur le plan des x, y, et en disant 

p^=x, ^='+> ^--*' 

les trois équations (A) deviendront 

r"+«"[^+%] + i".^ = o, . 

Or ots équations sont précisément celles que nous ayons trouyëes 
pour Texpression des tangentes conjuguées [second Mémoire, 
S II, art. I]. Voyez aussi le paragraphe suivant. Celte obsenra-i 
tion semé suffirait déjà pour nous convaincre que les intersections 
rectangulaires des surfaces trajectoires que nous considérons , sont 
les lignes mêmes de courbure de ces sur&ices. Mais nous allons 
nous élever directement à cettç dernière conséquence^. 
. En reprenant les équations (IQ) , art préc^dfmt , il est; évidept 
que la seconde nous donnera 

et les' deux antres , 

f - ■ • I 

: H- 1 = {j/p" + q'q") \p'P'"+iY)> / 

et par. conséouent, 

j»y"+gY"H-(y/>"H-3Y')(/'y"+^'î'">«^o»'' ; • 



f^:+(/4.î'i:)v+î'^:)-o. 

Si ^s cette équation nous substituons pour y» jy 1^^* valeurs 
4 6t ^ , nous aurons - 



Qt cette équatiûii 4vec la ..preiniére id^ 



• • • 
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V»« MÉMOIRE, condition (IV) qu'entraîne l'orthogonalité des 8urfece$, 

r' + ^' ('(p-f- 4)+ ''^4 =^^ î 
en éliminant 4 par son moyen , et substituant pour ^ sa yaleur 

-^ , nous aurons immédiatement 

c'est l'équation des lignes de courbure que Mçnge a donnée d'abord 
dans son Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais ^ puis 
dans ses leçons à l'École Polytechnique, ♦ 

On Yoit donc enfin que les courbes d'intersection des sor&ces 
trajectoires orthogonales , sont nécessairement cfes lignes ^ cour- 
bure à la fois sur les deux surfaces dont elles sont respecoyement 
les communes intersections. 

Si hdns supposons maintenant que les suriaeeè d'un des groupent 
soient données; les (8,), par exemple ; les valeurs de p', q\fj s^y t 
le seront pareillement On substituera ces râleurs dans les équa- 
tions de condition du premier et du second ordre que nous ayons 
trouvées, et ce sera alors l'afi&ire da calcul intégral aux dififêren-^ 
tielles partielles, de remonter aux fonctions primitive$| dès (9«) 
et des (Ss) : on pourra le &ire d'une infinité de manières, ce qui 
présentera une infinité de systêrties de trajectoires orthogonales 
difierents. Mais je ne m'étendrai pas sur ce 8u|et , parce 4^e j6 
me propose d'y revenir par la suite. m ; 

i 

ARTICLE lÎL 

. De^ surfaces dépehpjptd^s trajectoires orthogonales dâs 

sur/aces quelconques. 

Une chose extrêmement irainarquable , c'est qoe les équations de 
«obdhion(Ç>,é(piiTakiite8 àçeUes(a), ou(A)» ea(iy), contien&eoC 



THÉORIE. SECTION ÎI- 55i 

respectivement ^, q\ r", y, i, ou//', ç", a'', é\ i\ ontp'^, ^>f^y ^, f'' v- mémotùe. 
isolés. D'où résulte cette conaéqdMce : quels que soient les sys^ 
têmes de trajectoires orthpgonales dans lesquels entre une sur- 
face donnée ^ toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
par les surfaces de deu^ groupes étrangers à celui qui la ton-- 
fient; ces courbes j did-fe y sont eanstamment les mêmes , et par 
conséquent elles ne dépendent que de la nature de la surface 
donnée. Examinons de pluà prés ce que peuvent être ces coorbes 
cfui âefmèiit auit trajections^ orthogonales de& sur&ces, ti't tes dé* 
terminent ainsi y sans cependant en dépendre. 

Si nous supposons quMn des systèmes doive être composé de 
surfaces développaBles , il est facile de voir que les arêtes de ces 
surfaces 'seront les normales des sur&ces d'un* des deux atitfes 
systèmes , du premier , par exemple. 

Supposons en e£fet que les surfaces (S5) doivent être des surËices 
d^veloppalfléif, cbndlttiiôti quf /coàinie on sait /éiagera que 

. • . « ' ■ ■ 

c'est réquation de la projection horizontale des arêtes. Mais cette 

même codditictti rend la jtroisiétne équation de condition (a), 
décomposable en deux &cteurs 

r 



(/"'+*'"jc)(i + 54)=°' 



équation qoî pourrait être sétisISâte en é^àstoxhTétà XSlÊa 0ttl*atitre 
facteur , sans cesser de donûer pour ^ la même valeur j mais x 

et 4" ne penrent être idientiqués que pdujf quelques points, ou' 
pour des positions particulières du ^téifté' géiièràï ; doiic un se'ùï 
de ces &cteurs'doit être ntif,-^ Fatotb ifeste arbitraire. 
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• . . - • ■ 

y "?•. 3IÉM0IRE. Soit maintenant — 

VH-*"'x»o d'où )C = — p=£î 

Or. X = ^ ;f= ^ ^st la projection, horizontale des normales aux 

surÊtces (Sr) : donc , premièrement, si Vun d^s, ^sternes est com* 
posé d^ surfaces dépeloppables > les arêtes seront nécessairement 
normales aux surfaces de Vun des deux autres groupes ( article 
précédent). 
P'oQ autre côté , la grandeur % étant la maoae dans les deux 

dernières équations de condition (TV), Péquatîon % — ^= osera 

',■•.■. • . . , 

celle de la projection horizontale de Tintersection des sur&ces (S») 
et (Ss). Mais lorsque. les surfaces (S,) sont déreloppables , 

est l'éqaation différentielle des arêtes des sur&ces (Sj): dpnc.alp^ 
les communes intersections des surfaces (S») avec les (Ô») sont 
précisément les arêtes de ces dernières ; ce que d'ailleurs nou» 
aurions pu conclure immédiatement du théorème précédent. 

Puisque l'équatitm % — ^=x4— 5=0 dbit ayoir lieu en méine 

temps que r"+ y ( (p 4. x) + t!'(px = o dans toute l'étendue d« 
chaque arête des CS3) , il feudra que % ne puisse varier dans cette 
équation, quelque valeur que ^ puisse prendre. 

Or, cette condiU'on exige d'abord que la partie 5"^'^+ <"<P%, qtû 
contient <p dans ré4ÛatîoB précedentef, ne" chaiige pas, quelque 
valeur <^e ppenne ^', ,ce qui ne se peut qu'en disant 

*"+i"X=o. 

n feut .donc ,auj^i qne l'autre partie de 1^ même équation «oit 
nialie J'éUe-mètte et qu'on ait , . . 
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Ces deux conditions réunies donnent^ ea éUoûnant %^ r^'t^/rr^f^tro, v«it mémoire. 
équation qui montre que toutes les surfiices (S.) sont aussi 
développables. (Voyez Mémoire III, art. III, pag. i56*) 

Enfin , ces conditions niÉBuant en rien ^ur les yâleurs absolues 
de 9 et 4", la première équation (a) cpnservje' toute sa g^oçraiité, 
et l'équation (C) qui n'en est q^'uDe. i^nséquenpQ^rçstanVtQujou^ 
la même , représente aussi toujours les mêmes lignes sur la surÊice 
(S,) qui n'a pas cessé d'être quelconque, et dont ces lignes sont par 
conséquent celles qu'on est convenu d'appeler lignes de courbure : 
d'où résulte ce théorème : a non-seulement les* normales d'une 
sur&ce, peuvent former une sqite de sur&ces déveIoi^>ables , mais 
toutes ces premières développables sont croisées à angle droit par 
un second groupe de sur&ces pareillement développables, et les 
courbes trajectoires orthogonales (C) [article précédent], sont 
préclséjoaent les traces imprimées sur la sur&ce primitive (S,) par 
les surfaces développables de ses propres normales, d 

Maintenant il nous serait fecile de déduire toute la théorie des 
lignes de courbure , comme ude simple conséquence du théorème 
général que nous avons exposé. Ce théorème donne plus que ce 
que l'on considère ordinairement dans cette théorie. . 

Si nous prenons un point x , ^, z intersection de'tirois surfiices 
(^>) > (S«) , (Ss) , nous verrons que chaque ligne de courbure appar* 
tenant aux deux surfaces dont elle est l'intersection, sera aussi la 
ligne de courbure de deux sur&ces développables; et qu'ainsi nous 
aurons à considérer pour la surface (SJ, par exemple, les déve- 
loppables (A^,^J, (A^,^^) dont les arêtes sont normales à cette 

' »... : 

surface (S,), et tangentes aux surfaces (S.) et (S,)j ensuite les 
développables (A,,, J, (A,^,,,J, normales à la surfece (S.), et 
tangentes à celles (S,) et (S3). Il y a\ira donc ainsi deux surfeces 
développables, telles qu'une mêmeUgne de courbure sera dévelop- 
pante de leur arête de rebroussement; et pour envisager complet- 
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v» MÉMOIRE, temebt'iîii ooiirBiite 4e» «ur&ces en chaque point, il fiindra dé- 

terminer la oafuite/ef fe forAe dos châtre développables apparte-« 
nant aux deux lignes de courbure qui se croisent en ce point. Cellea 
qmBOBt formées par ^âe8> {M>rmalw^ ' Ifiàrquent , si je puis parler 
ailm , fo courbure dé» lignes de courbure dans la sur&ce cpd leur 
appartient, c'est un élément do^'seeond ordre; tes surfeces déve^ 
loppables formées par des Ëangcntes^ marquent la flexion que prend 
la ligne de courbure slur hl 'sifriàce ; e^^st déjà un élément da 
troisième ordre. 

Ces eonsidératièm '' ne )rajtpenént déa idéêd (elfes et vraiment 
neuves qtie EétÂcret aVafC eônçtieé /et qu'il a, je crois, diéTeloppéea 
dans un Membre'* inséré -^j^rtm' teinc des Savants étraiigers (Mé-^ 
moires de FInstitut, preniiére classe). Je ne puis que les indiquer 
ici, parce que leur aMeur ne Me les avait, {mMut aifieidipfe , qa?iiN&*' 
quées w Pourquèifitit'-iF que là mort nous t^fëtfi tsk dea anciènsr 
élèves de TÉcoIe PbTjtecftnique , qui , cotifeMpor&in de ce Dùpuis^ 
qui n'est plus, et db pTusiêurs hommes célèbres qâi tout encore, 
semblait promettre de beaux.progrès à la géométrie ainalytique et 
descriptive. Jteloiig-tempsl^ÉcoIe PolytedmiquenecompCeràparmi 
ses che& de brigade, des iLancret^ des; Biot^ des Brx8s<»^ des» 
Slipms v^li^Mafcia, des Poisson?, et d's^utires encore qmij peur avoir 
un mâiitû moins âmnettt^. ultù sont paa mmns de beaucoup sur' 
périeurs à la dasse or^naira des Professeurs et des legémeura 
instruits..»». 



ti^'^i'''mmm^émm^mmmmm9mm^^mmmm^mmmim^m^UitHmm^mm^^mt^i^mmmi^im^imiimnmtmmmmÊiiim»Ê^m^ÊÊÊm 



t^^ Lors dé mon dernier passage à iParis, en r8lc6; 



nir DIT cnrquiilHX' aiiiioiax. 
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NOTES PRINCIPALES 

DU CINQUIÈME MÉMOIRE. .;. 



V»« MJÈMOIRE. 



NOTE PRËMIÈ&Ë. 



I. 



Propriétés des lignes de courbure dessurfixçes dugeco^d degré ^ 
par rapport à leur projection sur les plans principaux. De la 
projection des lignes de courbure, en général. 

JLjes lignes de courbure des surfaces du second degré jouissent d*ane propriété 
générale bien remarquable : faisons^la connaître d*abop:d , nous la démontrerons 
ensuite. 

Supposons , pour fixer les idées , que nous ayons projeté toutes le» lignes de 
courbure d*nne sur&oe du second degr^ sur 1& plan pdndpal des x, y» Nous 
allons ayoir deux séries de lignes essentiellement distinctes*, t'ùne' ofirànt la pro^ 
jection de toutes tes lignes dé plus grande cobibuiret-Taub^ la pr6jiectim 
toutes les lignes de moindre courbure de la surface du second degjré que nous 
considérons. 

Maintenant I drnqoa ligut.^e l'une pu, .de Ta^tra série, peut âtre considérée 
comme la base , je yeux dire comme la ^eptiop {ttinçipale x, y d*uafe cectaîne surface 
du second degré , dont les lignes de courbure auront pour projection sur le plan des 
X, y y les deux séries de lignes que nous considérons. 

Voilà donc deux séries bien distinctes de -aurfiices du second degré , les premières 
auront respectivement pour base ou section principale des x , y, une des pro- 
jections des lignes de moindre courbure ; les autres une des projections des li^es 
de plus grande courbure.. 

Et toutes ces surfaces , comme nous Tavons dit ^ n'auront cependant sur le 
plan des x, y, qu^un seul et même système de projections pour leûxe b'gne» 
de plus grande et do moindre courbure^' • 

Pour démontrer ce théorème général /reprenons l'équation qui appartient à la 
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Vme MÉMOIRE, pi'oj^^ûii des lignes de courbure sur le plan des x, y (art III de ce Mémoire) , 

elle est 

a^"^^ jc^ b^^c^ y* 

équation où les coihsfaBtès arbitraires m, C sont liées entt'elles par Téquation de 
condition 

Puisque l'une des grandeurs constantes «, C est arbitraire ^ faisons «*=a*— -c*p 
en vertu de la condition préoédemte ; noms jiuroai\ . ; 



donc alors 1 équation (p) deviendra siiù^lelné&t 



■ ■\ ' ■\ 



. . : . •■• 



'^ • ' ** l\ • . M. ... \ 



wii-....-' ; ;: 



Or cette équation est précisément ce que devient celle de la surface primitive 

h 

lafsqu*on y fait.£=r o / c*est*à^dire lorsqu'on se pUce sur la section principale 

de^ X, y. Donc ^; premièrement > dans I^ surfaces du second degfé, chaque 

secfwn piinpfpaU .,es^ toujours une ligne de courbure. 

ActueUem^si jpposconsid^ona^réqnation dA la pr 



^ • I ■ 

M* * Ai 



.' :.'• 



Bons ytrcàoÈ que o> b , e peuvent prendre une infinité de. valeurk différentes 
a', y, c' , sans igné cettie éqnilion diangb en rien p<mr' cela. Car il suffit de fiùra 

■*.,.,•■■»' - . ... 

et d'exprimer que les axes ni et h doivent toujours rester les mêmes. Voyons 
actuejjen^ent cpmipient nous pourrons satisfaire 4 cette nouvelle condition : elle donne 







» -— , ' — y% 



« • 



4onç en Vcirtv de réquatiQajde condition rapportée çi-dessus , j'ai. 
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y»» MÉMOIRE, 



ou 



c* 



Maintenant m dépendra toujours de n de la même manière , si a , b y c , quoi- 
que prenant des yaleurs différentes ^ sont pourtant tonjonan tels que , en appel- 
lant P et Q deux constantes , on ait 



a; 



% 



-i-^p. ^ i..«--*- 



Mais ces deux équations donnent aussi * 

^(a^-6«) = a«-c* et ^ (a-- i») = i»-.c*. 

Si nous retranchons membre à membre la seconde de la première , et qu'ensuit» 
nous divisions tout par (a*— &*) j nous aurons 

équation dans laquelle deux valeurs simultanées Aea, b seront deux premiers 

axes d*une surrace du second degré dont les lignes de courbure sont telles ^ 

mie leur projection sur le plan de ces axes, sera constamment la même. 

Mais si dans Téquatioll aux axes des lignes de courbure projetées sur le plan 

principal x , y , 

af'—c^ m» , & *— c* »» _ 

on met pour les coefficients de m* et n* leur valeur sr ^ k; > ^ ^^^^ 

Donc a Téquation qui fait couudtre les «xes des lignes de courbure projetées sur 
le plan principal des x , j^ est identique avec Téquâtion qui fait connaître les 
axes X et y des surfaces du second degré auxquelles ces mêmes projections 
appartiepuie^t. » ^ 

Telle est la démonstration analytique du théorème général que nous avonç 
énoncé au conmiencement de cet article. 

Ces propriétés des surfaces du second degré sont liées à des propriétés de 
l'étendue plus générales j et que pour le uw me ui nous n'indiquerons qu'en passant* 

45 
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T»* MÉMOiR& Lorsqu'on donne , toujours sur le plan des JO , y , deux systèmes de courbeai 

guoîque celles du premier systétfle soient rencontrées par celles du second sont 
m angle variable en général^ on peut toujours trouver dans Tespace une infinité de 
systèmes de lignes trajectoires orthogonales dont ces courbes soient le» projections* 
£t non-rseulement on peut résoudre ainsi la question d*une infinité de manières ; 
mais on peut encpre exiger que ces lignes trajectoires- orthogonales soient les 
lignes de plus grande et de moindre courbure de la surface que leur ensemble 
représente. 

Malgré cette seconde restriction > on trouve encore que le problème est suscep- 
tible d'une infinité' de solutions ; et Ton parvient à' ce résultat smgulier : Si l'on 
se donne un seul point de la surface cherchée , et une droite tangente en ce point 
à ta surface , cette surface est entièrement déterminée. 

Or , sans connaître la surface demandée , on peut trouver à priori ses rayons 
de courbure , dès que cette droite tangente arbitraire au point que Ton coosidèr# 
est donnée. 

On peut déterminer séparément les surfaces développablesi circonscritesr à l«i 
surface cherchée suivant toutes les ligpes de courbure dont la projection est donnée. 
Ensuite on sait comment ^ par la variation d'un paramètre^ on.troavesaitL'équj^ 
tioa dcb la surface enveloppe, • 

Pour déterminer ainsi chaque surface développable , on a d'abord la pEOJectioa.dffr 
toutes ses arêtes rectilignes , ce sont les tangentes i«toutBs4ea projections des lignes de 
courbure d'une même série , en prenant pour points* de contact les divers points 
d'une seule et même ligne de l'autre série. H suffit ensuite d'exprimée qae^.daiis. 
l'espace, cette ligne seconde série est rencontrée à angle droit par tontes les 
arêtes de la surface développable demandée» 

Au reste , la solution générale de ces questions mérite d'être traitée à part , et 
c'est- oe qu» nous> essaierons de finre- par la suite; Nous obserreronsi seuifemenf 
que I(BB prineipes* eiqK)sés dans nos- premiers Mémoires , présentent* la* question 
90X1» vam tbrm» très-simpnr; car ces principes* onr f avantag y de donner^ dans 
le cas qui nous occupe , deux équations qui contiennent séparément lies' éléments 

■ • • • 

JUtttentiels' partiels' dir premier et du- second ordre. 
En eflfet , nous avons fait voir qu'en représentant par f et 4^ les vrfturr dr 

qui , sur le glan ^ x,y, fixent la direction des projectîans des deux Ugpae- 




THÉORIE, SECTION IL SSg 

de courbure , on doit toujours avoir les deux équations yi^t BIÉMOIBEi 

»+P' + W(f + +)+(! +9') ^^ = 
et 

p, ^ étant les coefiBcientB différentiels partiels du premier ordre j et r, ^^ t ceux 

du second. 

Or ici f et 4^ sont connus , puis^'oa le donne la projection des lignes 4e 
courbure sur le plan des x, y. 

Si entre ces deux équations on élimine ^ ou 4^, on a de suite Téquation 
ordinaire aux lignes de courbure. Mais les deux équations qui la remplacent 
ont sur elle Tavantage d'offirir séparément, ainsi que nous l'ayons déjà dit, les 
éléments du premier et du second ordre« 

NOTE IL 

De la génération des lignes de courbure des sur/aces du second 

degté j par un moupement continu. 

Nous allons d'abord démontrer par l'analyse , la description géométrique des 
surfaces du second degré «n général » telle que nous Tavons énoncée premier 
Mémoire , page 3a , et quatrième Mémoire , page 2284* Nous Terrons ensuite com- 
ment le même mode de génération s^q^pliqne à la description des lignes de cour- 
bure de ces surfaces. 

Rappelons-nous toujours que x^ y ^ % étant trois coordonnées rectangulaires , 
et X, T, Z trois constantes arbitraires quelconques , toute équation de la forme 

3p t- y t- 2« — * 

est celle des surfaces du second ^egré rapportées à leur centre comme origine , 
et à leurs plans principaux comme plans coordonnés. (X, Y, Z sont les denû-axes.) 

Maintenant, appelons X, Y , Z les trois parties inrariables de la droite mobile, 
qui sont respect if ém eut les distances du point -générateur x/ jr, % aux plAii 
coordonnés rectangulaires des jr , s, des x, s et des x, y* 

Ensuite désignons les coordonnées des poinAs où la droite mobile rençonta» 
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V«« MÉMOIRE. ï®^ plans coordonnés 

des ^ X, z > par \ x", o y z" , 

On sait que les parties d*ane ligne droite sont proportionnelles aux projections 
de ces mêmes parties sur un plan quelconque. En considérant successivement le» 
projections 'des parties X, Y^ Z sur les trois plans coordonnés, on aura donc 

X ^ Y ~ Z 

Z'-^z' Z'^ z' [z 

X ~ Y "" Z ' 

Mais la partie X de la droite mobile comprise antre le point générateur T^y^z 
et le point o, y^ x' placé sur le plan des y^ z\ cette longueur ^ dis-je, donne 
évidemment 

^ + O' -y)* + (*-*')' =x% 



ou 



fi + (3^-yy 4. (^-^^) _ , 



Mais nous venons de voir, par les équations de condition (m), que 



■2^=J^ et *~*' * 



X ~Y ' X ~Z* 

Donc aussi , 

x*'*"y*"*'z* ""'' 

Or cette équation est précisément celle des surfaces 9n second degré ayant pour 
demi-axes X, Y, Z. 

Donc enfin , lorsqu'une droite mobile a trois de ses points assujétis à rester 
respectivement sur trois plans rectangulaires , chacun de ses autres points décrit 
une surface du second degré, ayant pour centre la commune intersection de ces 
plans , et pour plans principaux ces plans eux-mêmes. 

Supposons maintenant qu*ao lien de décrire. toute la surface du second degré 
par le moyen d'un des points de la droite mobile , on veuille seulement décrire 
une ligne de courbure de cette surface. 
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. VèqaaiA<m glnénde des lignes de courbure d*une surface du second degré ym MÉMOIRK 

X» "^ y* "*" Z» ~ ' * 

peut toujours , ainsi que nous Tavons fait yoir § I*' , art. m de ce Mémoire ^ 

se mettre sous la forme 

^ I y 
m* ' n* 

Voyons donc > en conservant toujours la notation adoptée au commencement 
de cette note ; voyons , dis-je , quelles seront les valeurs relatives de x** et y^ 
dans la nouvelle hypothèse que nous venons de former, (x^, y* représentent les 
coordonnées du point de la droite mobile qui doit toujours rester sur le plan 
coordonné des x^ y.) 

Les équations de condition (m) nous donnent 



donc 



X X ■^"" X 


e{ 


Z-^LJC. 


X— z ' 


Y — 2 ' 


"^ X — z*^ 


et 


Y . 

y = Y~z'^ ' 



enfin ces valeurs substituées dans Téquatîon de la courbe proposée , donnent 

(x?:zy5+(Y^y'ff='- 

Or , cette équation est encore du second degré , et elle nous fait voir que 
tt quand le point générateur décrit sur la surface une courbe qui , projetée sur 
19 un plan principal, est une courbe du second degré symétrique par rapport aux axes 
n de la surface , la droite mobile qui porte ce point générateur j trace sur le même 
>) plan principal , une courbe aussi du second degré et pareillement sjrmé^que par 
» rapport aux axes de la surface. 

n Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan principal > 
D lorsque le point générateur décrit une ligne de courbure de la surface du 
n second degré. » 

Remarquons que dans Téquation de cette trace , 



/ X y X** , /_Y_Y y"^ 



La valeur des demi-axes ou des parties de la droite mobile secondaire , à l'aide de 
laquelle on pourrait décrire ««tte trace ( cette droite mobile étant tout entière dans 
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V"« MJÈMOI&& le plim des x ^ ^ «*appnierazt alors sur les axes des x et des ^) ; œtt» T^eor^ 

disons-nous^ est 

X ^ Z 

— == — »m, pour l'axe des x , 

it 

Y — Z 

■ y. — . 71 , pour Taxe des y* ' 



Pour compléter ce qu'on peut dire sur la géaératioii des BivfacBs du second 
degré , dont zious yenons de donaer une idée , nous allons bise voir que quand 
même on prendrait de la manière la plus arbitraire , les trois plans dmcteurs | 
c'est-à-dire , ceux sur lesquels doivent rester trois points déterminés de la ^oâte 
mobile , la surface engendrée par chaque point de la droite mobile n'en serait 
pas moins encore une surface du second degré , ayant pour centre l'intersection 
des trois plans directeurs , etc. 

Pour cela^ regardons l'intezBectioB même des trois pbtns directeurs comme 
l'origine des coordonnées > et rapportant tout à trob plans coordonnés rectangu- 
laires , soient 

a'x + ^y -f- c'z = o 

a*x + b'y -|- c"* = o 
oTx 4- b^y -f- c^« := o 

les équations générales des trois plans directeurs. 

Maintenant appelons x , y^zlea coordonnées dufioint de la droite mobile qui 
doit décrire la surface que nous cherchons ; appelons ensuite a/, j/, z* ; x^^y', ^ \ 
x^y y"^ z" les coordonnées des trois points de la droite mobile^ qui doivent 
demeurer respectivement sur le premier > le second et le troisième plan dhreetemr. 

En vertu des équations de ces trois plans , nous aurons d*abord 

aV + b'y' + cV= o, 
a'x"^ iy+ cV= o, 
iirx*+ Vy''+ cV= o. 

Mais les quatre points Xy y, z; x',y, z' \ x'.y", z"', o^^ y^^ z^ étant, par 
hypothèse , en ligne droite ; si nous appelons X , Y , Z les £stanees du premier 
point à chacun^des trois antres , cette condition fournira les trois nouvelles éqmtioQf 
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x—x' x-^x" x—x* V»t MÉMOIRE. 

Z'-^z' z "^ z" Z'-'^fT 



Si dMB» «a» éqoalionr nom tmIox» obleaii i^"r^"y d" w âpf J^r » ot 0/,/, J^^ 

nous aurons immédiatement 

* — X 

Xz--Z(z-gO 

* *= X '■ 

Subâtitaant donc ces valeurs dans Téquation du troisième plan directeur , 



/// 



isSiPc 



les coordonnées auxiliaires 7f"^ y, s^' disparaîssMiPet il vient 

En déterminant successivement et de la .même manière > x% y'* y s'; j/, y^ «^ Ht 
lieu de od'\ y'\ z''\ nous aurons donc les trois équations symétriques suivantes y 



X {sfx +6> H-c-'z ] - YCa-' (o^-xO + i^ (^-y) + c" (z-zO]=o, 



ti^ pour plus de simplicité^ nous désignons par J^ Cy*/ les coefficients de 
{x — j/), {y — y), (z— z') dans la première équation; et par «*, 6^, y* y 
jtf^ çff^ ^m^ j^^ coefTioienté analogues-dân» la seconde et dans la troisième ; enfin^ 
si nous représentons par û^, O*, O"' les ternes de la- ferme X [a'x + Vy-^-c'z'X 
qui contiennent x ^y y 2^ dans ces trois équations ; par ces simplifications j au lieu 
des trois équations précédentes y nous aurons celles-ci y 

ûT - ^ (x-a/) - C^(j^-y) - /(z— O =^ <^. 
a'— «•(a:-, a/) — S" {y— y) — 7^(« — O = o, 
û*— ^•(x— o?') — Çr{y—y) — y^'^z — z'yr:^ o. 
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V^c MÉMOIRE. Multipliant la première de ces éqaatibns par le facteur arbitraire x'^ la seconde 

par a'^^ la troisième par a% et les ajoutant ensuite membre à membre y on aura 

(a—*') = o. 



A- o — A 4» 


(x— o/) — A' C 


(^-ry')- *' y' 


+ A» O' — A" -" 


— a'C" 


-A'y' 


+ a"'o"' — a'V" 


, — A"'f"' 


— A'V" 



w 



r o =3 a'< 

V ^ — a'i 



Si nous supposons en premier lieu qu'on ait les deux équations de cohditioQ 

V + A^Z+^V", 

il Tient 

V- • ■ ■ ' 
Mais comme les trois multiplicateurs ne sont liés que par deux équations de 

condition (a) y nous pouvons stfpposer VuA d'eux égal i Fonité ^ x, par exemple % 

alors bn a 

... • « • • ■ - . 

On a donc enfin y en cbassant le détaominatéur doitmitm aux deux termies , 




A'"=i: 



-. * • j* 






ensuite , 



yy"^ (yV-^v") «'H- <-V''-yV") tf'+ (tV-i/y' ) f '" 

et enfin , 

• / _ (g** "*- »-g'") Q'+ (W'C'^— fQ 0*4- (g'»'— «'g*) Q"^ * 

Mais nous avons appielé X^ Y, Z les distances respectives du point x, y^ % 
aux points a/, /, «'; a?:'^ /, »' ; a/", /", »"'. Si donc, pour abréger, nous 
représentons par L;, V^V"\ M', M', M'"; N', N'', N''' les coefficients coiwtenf^ 
de o', o'', ti" dans les trois valeurs précédentes , elles s'ofiriront sous cette 
forme pltis simple , 



fr« 
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« — a' = L'a' + L'a* 4- L"'**"', ▼■? MÉMOIRE. 

y^y = M'O' + M'O' + M"'o"'. • 
» — *' = N'o' + N'O' + N"'o"', 

t 

Mais d'uprès ce que nous Tenons de dire , . * . 

(x-x')»+(jr--y)*+(«-*')'=X*; -^ 

donc ansti , 

• / (L'af-{. L'a* + V'afy | 

(S). . . . /+ (M'O' + M'O* + M"'o"')Y = X*. 
1+ (N'a' + BTo' + N"'a"'yJ 

Sf maintenant nous nous rappelons que tï, ù'^ vC'^ sont des fonctions linéaires dt 
X ^ y^ z de la forme 

C' = X(a'a7 + yy + c'*), 

nous perrons qne Técpiation précédente., toute délivrée des a/, y, t! \ jfy etc.; 
ne contiendra plus que x , jr , s et des constantes ; de plus ^ cette équation étant 
du seoeîÉ degré en O^ O'^ Vl'\ le «era pareillement en x , yiZ\ et de même j 
comme cette équation est homogène en d^ q", ol'\ elle le sera pareillement 
en x>^, s, et ne contiendra que les quaxrés, ou les produits deux i deux, 
de ces coordonnées. 

Donc enfin, la surface engendrée par le point x, y ^ z, arbitrairement prie 
sur la droite mobile , est une surface du second degré, dont le centre est à Forigine 
des coordonnées , c'est-à-dire, à Fintenection des trois plans directeurs. 

Si noitf développons Téquation (S) de cette surface , nous aurons 

(L'* + M'* + N'* ) O'» + a (L' L* + ar M* + N' N" ) o' Q' 
+ (L''*+M''*-4»N-) o'»+ a 

Lorsque dans cette éqnation , nous substituerons pour û', O', O^'' leur valeur ea 
^ty» ^9 ^^ cherchant seulement le terme qui multiplie axy, nous aurons 

(L'» + Iif + N'*) a^l/ + (VV+WW + V' V ) (a^ b' + a' V ) . 

(U"H- -M'"*+ N'''-) ti"V"+ (L'"L' + M'"M' + N''TN' ) (o^'y + iï' y^- 
Changeant ensuite a en c , puis fr en c , nous aurions les coefficients de ayz, ars« 
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(L' L"'+ M' M"'-t N' N'") O' o"'> = X*. 

(L"'L' + M"'M' + H"'N' ) O"'*/ ) 
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Si donc on voulait que la surface eût pour plans principaux les plans coor^ 
donnés , il suffirait d'égaler à zéro ces trois coefiicients de xy , yz et xz. 

Observons maintenant que des neuf constantes arbitraires a', b\ c'; a", b", c*; 
d\ V'\ c'" qui déterminent la position des plans directeurs , trois peuvent être 
égales i Tunité^ sans pour cela miîre en' rien i la généralité de là- qtie^oli. 
Donc il en reste encore six dont on peut disposer*, par con6éq^ent la condition 
précédente en laisserait encore trois arbitraires. D'où résulte ce théorème que 
nous avions démontré p^ la géométrie seulement dans le Mémoire déjà cité« 
( Journal de l'École Polytechnique , tome Vil , cahier XIV.)' 

u Pour une même sur&cé (donnée du 'second degré ^ il existe une infinité de 
)) systèmes différents de plans directeurs à Taide desquels elle peut être déciilte p^ar 
3) un point placé sur une droite mobile convenable, n 

Et comme les relations de ces plans directeurs laissent encore dans leur 
détermination trois constantes arbitraires > on peut disposer de trob données arbi- 
traires dans la fixation d'un système quelconque de ces plans. * 

On pourrait pousser [diiB loin ces Considérations \ mais comme les jÉfcius où 
cous serionè entraînés commencent à âefvenir compliqués ^ nous croyon^evoîr , 
pour le moment /nous contentier de là démonstration générale que nous venons 
dé donner. .. . r r 
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TaéOEÊME. Le {/uarré du plus grand ou du plus petit demiraxe , étrangers au ftr m^qibb. 

sommet P , divisé par la moitié de l'axe qui contient P^ est égal au plus grand 

ou au plus petit rayon de courbure enV, ?• ^9 

Théorème. Le rayon de courbure d'une section normale faite au point P dans 

une surface du second degré , est une troisième proportionnelle entre la distance 

du centre au plan tangent en P; et le diamètre de la surface d la fois parallèle 

à ce plan tangent et au, plan de la section^ Pr ^ 

Citation de quelques théorèmes relati& aux lignes et aux stur&ces du second degré. 

— ( Extraits d'un mémoire sur la description de ces lignes et de ces surfaces , 

Journal de TÉcoIe Polytechnique ^ tome YII^ cahier XIV), p. 3o à 34 

Théorèmes. Ayant pris un point P sur une surface du second degré , et sur la 
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1®. La droite menée par le point P parallèlement à la plus grande directrice > 

sera tangente d la ligne de moindre courbure ; 
a^. La droite menée par le point P parallèlement à la. plus petite directrice , sera 
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entr'ejlès im contact aussi du secotiâ ordre.' ' 
Théorème. Si deux surfaces ont dans iovie détendue .dune ligne coitrbe iin 

contact du premier ordre , un plan qui les coupera /oij^peit^ÀèlMw/il'a cette courbe, 

tracera deux sections qui auront ent/elles un contact du aeconû ordre f . p. S6 
Il y a plus^ elles auront toujours un cooftact du trobième ordre; ^—^Yoyez 
• le Supplément an séèoiûd Mémbiire , page asS; ' 
'. (Voyez aussi dans la Tkble du aeoond Méiuoire j renoncé dies prihdpaux 
théorème» qui compïetlent cette partie.) • . ' . . ' . 
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If JdÉMOiRK. '•^p^<^^o^ A^^ contacte du second ordre. Exemple offert par les coips rcadî y p. 3& 

Conséquences générales relatives à la perspective et aux ombres i p. 37 

Ces conséquences n'ont pas toute retendue dont elles sont susceptibles^ 
et voici ,It théorâme qui les renferme toutes* 

Théorème. Pour une surface qui porte ombre ou qui est mise en -perspectiife , 
toutes les courbes tracées sur elle tangentiellement au contour apparent, portent 
ombre ou vont se mettre en perspective sur un tableau quelconque , ntti/âht une 
courbe qui a toujours un contact du troisièms ordre avec tombre portée ou la 
perspective du contour apparent même. 

Théorème. Toutes les sections d'une surface, tangentesli la même courbe , et par 
conséquent à la même droite, en un point F delà surface, ont leurs cercles oscùr' 
lateurs ffir une seule et même sphère. 

Théorème. Une sphère touchant en P une surf ace quelconque , si en ce point 
un seul des cercles de la sphère oscule cette surface, tous les autres cercles 
tangents au premier seront pareillement osçulateurs de la surface générale j p. 38 

Théorème. Ùans les surfaces quelles quelles soient , le rayon oscuUUeur dune 
section oblique quelconque est, comme dans la sphère, la projection du rayon 
de la section normale sur le plan de la section oblique, * P- ^ 

Seconde méthode pour ramener la courbure des sections obliques à celle des 
sections normales, par le moyen des surfaces du second degré, p. /{O 

S TV. --« Théorie i>ES tancbhtbs ooAjvovÉKSir 

■ » ■ ■ ■ 

Considérations sur les plans tangents , relatives à la courbure des surfaces j p^ .-^^ 

Des surfaces développables circonscrites aux surfaces à -double courbuce ^ p. 4^ 

Relation nécessaire et réciproque entre la direction de lueurs arêtes et celle de leur 

courbe de contact sur la surface à double çourbnre qi]i*elles çirconsciiveiitj p. 4^ à 43 

Tangentes conjuguée!^; leur définition, , P«<44 

Théorème. Une de ces droites étant t arête dune première surface dévéhppable 

circonscrite à la surface donnée,, Ifl seconde, droite est tangefUe,â bi courbe 

de contact ,,^et réciproquement la secorule est l'arête d'une nouvelle déyelofipajble 

pareillemenj^cirçonscrite à la surface donnée, mais ayant. lapremièreJboifepour 

tangente à la courbe, de contact. 

Utilité des applications offertes par les tangentep^ conjuguées^ d|uu la Peilp^ve^ 

les -Ombres , la Catoptrique. le Défilement , etc. , \ p. 44 

Leurs propriétés relatives .aux contacts du second ordre ^ à la courbure des 
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aûrfaoeaqueloônqaeé. — Dédniteâ du shnpie examen des surfaces osculatrices ,,, MÉMOIRK 
du second degré , ' - {>. 45 

Théorème. Lorsqu'une surface du second degré est osculatrice d'une surface 

' quelconque , ces deuÉÊ^ surfaces ont au point de contact les mêHies systèmes de 

- tangentes conjuguées» 

Analyse de la courbure des surfaces queloonqnea^ ramenée i la discussion des 
lignes du second degré , dont les diamètres conjugués sont les tangentes conju- 
guées de la surface générale qu*on considère > . P* 4^ 

Théorème. En chaque point dune surface quelconque y tous les systèmes de tan- 
gentes conjuguées sont à la fois les systèmes de diamètres conjugués dune 
courbé du second degré unique, V' 47 

Théorème. Les axes de cette courbe sont les tangentes des lignes de plus 'grande 
et de moindre courbure de là surface au point que ton considère , p. 4? 

Théorème. En un point P d'une surface quelconque , la somme des rayons de 

^ courbure des sections normales prisés deux à deux , et dirigées suivant deux 
tangentes conjuguées , est constante , et égale à la somme des deux rayons 
de courbure de la surface au point que l'on considère , p. 4^ 

De L*mi>i<iATRlGE : elle fait complettement connaître la forme de la couriMire des 
surfaces : tindicatrice est la courte du second degrés ayant les tangentes con-^ 
juguées de la surface en un poinïfiy pour autant de diamètres conjuguées , p. 4^ 

Symétrie de Tindicatrice. •— Symétrie de la cotobure des surfaces > p. 49 

Les surfaces offirent deux genres de couAure-bien distincts. 

Premier genre. Formes à indicatrices elliptiques , présentant toutes leurs courbutres 
dans le même sens , à partir d'un même point, P* 49 

.^eromf ^penr^.'Pormes i indicatrices hyperboliques > présentant constamment en 
sens conttuires, leurs courbures conjuguées , p« 5o 

Des a sy mpt o tes de Tindicatriee ,■ lorsque l'indicatrica est une byperbok. •— Leurs 
propriétés , . p. 5i 

Applications : aux ombres , à la perspective , aux stirfaces du second degré) p. 5ï 

Les asjimptotes oflrent la démonstration la phtf simple de la génération des surfaces 
du second degré hjrperboliques par deux systèmes de ligiiCB droites , ]^. 5i i5â 

Théorème. Dans les surfaces hyperboliques du second degré, les droites dune 
génération font avec les lignes de courbure 'ùh ar^^iëgal à celui que les 
droites de foutre génération font avéc'les rhêmès lignes , p^ 5^ 

Hetour au cas gé^gft. Les asymptotes de l'indicatrice ne sont pas bimplement 
tangentes à la mmce, elles tàscùlent ,^ . p. 5^ 
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ler MÉMOIRE. ^^ points où la dam: oombures sont égales. (Voyez les Mémoires saiTants.) 

£n ces points rindicatrice est un cercle ou une hyperbole équilatère ,- 1 p. Ba à 53 
Espèce intermédiaire. Surfaces i indicatrices paraboliques^ ayant une de leuri 

courbures nulles. Surfiices déyaloppahles , # p. 53 

Construction des tangentes conjuguées par un mouyem^it continu : cette ocmstmo- 

tion n*est réelle que quand Tindicatrice est elliptique , p. 54 

Théorème. Alors on peut toujours trouver deux droites telles que deUxplans à 

angle droit tournant autour de ïum^ ftell^ , tracent simultanéfnent sttr le plan 

tangent les divers systèmes de tangentes conjuguées passant par le point que 

l'on considère^. 
Application des propriétés des tangentes conjuguées à là détermination des élémenti 

de la courbure, des .sur&ces , . . : p. 5S 

Utilité de ce problème général. — Exemple offert par les formes de la caréné 

des vaisseaux, p. 56 

Des sur&ces 'déyelop^ables conjuguées aux ligues de. courbure. Elles sont 

. nécessaires à la défiaitioa complette de la courbure des lignes de courbure. 

Comment, par leur moyeu ^ on peut troiifer lepUu iMCuIateor d'une ligne de 

courbure» . . p. 56 à B8 

M01X£ PBJNOPALES DU TOEMIEa JMDÉJK^ 
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Note I qui se rapporte à la.poj^) 6*. 

De la continuité d^,sqdEa(i;Bf..,Epripe.. ^gènéxfiA qu'elles affectent, i pwtir de 

chacun de leurs points , . p. 59 i 6o 

THÉORÈME FONDAMENTAL, (s'essênçedes^furfacese^de. ne pouvoir,, étanicçupées 

par unplan quelconifUe , offrir qu'une seule amrbe ^ àpartir dechaqvepoint. 
. Les points de la surface où il ^n pgs4e plus d'une.sont despoùUs singuliers , et 

taufowrs 4n. nombre^ iq/miment . moins, grand qu^ fe. ,9^^ d^ ^foinlM de- la 

surface. 
Note n .qui se rapporte i la page is^.. ' ' > .. 

Construction dès surfaces du second; degré oscu^atrices quelcompws. — On lamiaa 

ce problème i celui de fidre j^asser une- courbe du secoud dc^é par trois points 

.donnés, .^ , , . , p. 6p 4 6i 

Note in qui ^e çappçiîi?,.* la pageaR., 
De la spbère comparée, aux »\xtlbu^ d^nt les deux courbures prinfiipales sont 

dirigées ei^ ^ns opposés^ ^||^. p. 6â à 63| 

On &it voir que pour les surfaces 4 co^rb^re8 prinf»paIefH|K>séei ,. la |pi ^i 
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m 

Ile k courbure des sections obliques i la Comlnire des sections normales , est ^^ mÉMOIBC 
la même que celle qui lie ces sections siu: la sphèie , p. 6a à 63 

Note IY qui se rapporte à la page dj. 

Algorithme des projections et des rabattements propres à la géométrie des- 
criptive. —-Moyen simple d'indiquer les diverses projections d'une même grandeur 
graphique , ■ ?• 64 



SECOND MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANAtTTIQUE. 

■ ■■■ 

Spécialement consacré à la théorie des tangentes c^juguées. 

S I*^ PROPRIETES GÉNÉRALES DES CONTACTS DES UG1IE8 £T DÏIS SURFACES. 

* 

• t ,■■... ■ 

Art. P^ Notions fondamentales, p. 65 

THÉOR&ME. Si ton suppose fiie x dlsMenneJç^fi danshâdèux tourbes %'=z ^ (x) 
et z:zs4^ (n) , et qu on développe ^ pat rapport âcet^ieôroissement , lesfonétions 9 
et 4^; si les coefficients des m premières puissances de i sont égaux dans ciss 
deux développemeniUttes deuxcourbes aurons au poin$x^ z qui kurest commun , 
un contact de iprdre m; .«t W nêlnci'A^iûtême 4*«^|^iqn^iiaoiidîatement a« 
contact des surfaces , p. 66 à 68 

Expression du mfkn de courbure d*unç ligné jjiiàe , ' ' p. 6^ à 69 

Art. n. De la simple osculation des lignes courbés dont la forma éprodre 
certaines transfonaations j P* ^9 

( Tout cet article se rapporte à la figure I de ce Mémoire. ) 

Théorème. Une suite de cardés Jfuné cburbe quelconque, toutes parallèles à la 
tangente de cette courbe en P^ transportée dans leur propre direction, étime 
quantité arbitraire mais dans un rapport fini avec leuir distance de P> foraient 
une nouvelle courbe toujours osculatrice de la primitive en V, « P* ^9 

Propriétés des tangentes aux courbes formées ainsi , p. 70 à 7A 

Démonstration analytique du Aéorême précédent. — Simplicité singulière de la 
valeur durayon decombure, offerte par cette méthode^ p. 7a à 73 

AppUoation aux courbes du second degré , p. 7? i 74 

Seconde démonstration du théorème précédent : par la coasidéntion de la forme 
des fonction^ qui représentent les combes primitive et dérivée , P- 74 ^ 7^ 

Suite de l'article n. De la simple osculation des surfaces dont la forme éprouve 
certaines transformations déterminées j P* 7^ 

45 



IIB* MÉMOIRE. 
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Um* MÉMOIRE Extension diithéorôinô précédent, à Toficulation des surfaces quelccnicpiea^ p. 76 à 77 

Art. m. De la transformation qu*on peut faire subir aux surfaces (et aux lignes 

courbes) , sans qu elles cessent d'avoir entr* elles un contact de Tordre général m , 

P- 77 à 85 

(Voyez, dans le texte l'énoncé même, et la démonstration analytkpié du 

théorème qui détermine ces contacts ; ,pu bien encore dans la table da pre* 

mier Mémoire ,% III. ) 

Art. rV. Otcvlation de» eovrbes tracées sur des surfaces qui lonC en contact 

suivant une ligne quelconque , p. 87 

Premier tbA)R£M£. Si Jeux surfaces ànt en commun toute une ligne courbe 

suivant laquelle elles ont un contact de l'ordre m ; les deux sections faites dans 

luae et dans [autre surface par un plan tangent à cette courbe , auront 

entr'elles un attouchement au moins de l'ordre m -)- 1 . 
Second théorème. «9/ le plan coupant j au Heu d'être simplement tangent à la 

courbe de contact, toscukui, les deux sections auraient ént/elks un attouche* 

menÈ ah niobt de Honhe m-(-9. ' 
Troisième TBÉORiME. Généralement, si, au lieu étnnptan , une smjfbcecoxtrbe 

^/mekfmifue , en coupant les deux premières , taûcke leur côurbe'dtcontactitvee 
•\iA rapprochement de tordre n , ces deUx sécHons auront ent/ellès un contact 

au moins de tordre m-f-n. 

Dans le supplément de ce Méûioi^e 1 page ssSfft'smvantie^ Âoitsr avons doanS 
beaucoup plus dVxtedsiota i ces diéorêmes. 
Art. y. Rapports généraux des sections normales aux sections obliques Hkes 

dans les sitr&cts. * .' - ' .' ' ' p. 86 

TtaÉORÊME. Au point' où la normale éFune c&urbe qnekànque est pamllèk au 

plan de projection, là rayon de cette cffurbè est égal à tehii de^ sa projection , 

divisé par le quatre du cosinus dé tincUnaison du plan âe là dûmhe ; sur le 

plan ^ projection , P- ^7 

Théorème. Le rayon osculâteur d^une- courbe quelconque est égal à ta simple 

somme des rayons dès deux projections de cette courbe sur deux phns parallèles 

àcerayàn ,et d^ailleursà angle'd^it, p. 88 

(hi pouira- donc faire tourner ces deux plans- autour d*nii kxe parallèle â la nor^ 

mêle, sans que cette somme cesse aêtre la itnftne, ' P* ^S 

ÏRÉORÊMË. de Metîshien Le rayon de courbure if me section oblique', fuite 

dans une surface, est égal au rayon de la section normale mémement érigée , 

multiplié par le sinus de fiangle formé par le plan de ces deux sections , p; 30 
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Ç H. — Théorie des tangentes conjuguées. n«« MÉMOIRE. 

Art. P''. Equation (A) des tangentea conjuguées , p* 90 à 95 

Théorème fondasiental. Démonstration de la réciprocité des tangentes 

conjuguées f P« S^ 

Art. n. Application aux lignes de courbure des surfaces j p. 94 

On détermine la condition pour que deux tangentes conjuguées soient à angle 

droit. Equation (B) , P* 94 ^ 9^ 

Théorème. L'équation des tangentes conjuguées (A), corpbinée avec l'équation (fi) 

qui exprime quelles se coupent à angle droite donné téquaùon différentielle 

connue (C) des lignes de courbure , . p. $5 A 96 

forme renoarquable [Cr\ qu*on peuipdonner à Téquation (Qihdes lignes 'de eoip- 

bure, p. 97 

Avantages de- l'emploi des équations (A) et (B) , sur delni de l'équation unique (C) 
. qui a pour racines les variables explicita des deux autres équations , p. 98 
Art. m. Des rayons de courbure des surfaces et de ceux de leurs sections 

normales, p. g8 

Recherche du rayon de courbure d'une ^ec^ouj^ennale quelconque, p. 98 à 100 
Comparabon des rayons de deux sçctipns normales dirigées suivant deux tan-< 

gentes conjuguées , p.. 100 

ToÉORÊME. La somme des rayons de courbure des diverses sections normales d'une 

surface quelconque , prises deux à deux et conjuguées , est pour un même point ^ 

de cette surface , une grandeur constante , . • P- ^^^ 

Et cette constante^est précisément la somme des deux rayops de Courbure de 

la surface,, au point que Ion considère, p. loa 

Recherche des rayons de courbure des surfaces, en fonction de la direction des 

'lignes de courbure , p. loa à 104 

Equation unique aux rayons de courbure; identité de cette équation avec celle 

donnée parMonge, p. 104 

Les équations qui nous font connaître la somme et le produit des deux rayons 

de couibure, donnent immédiatement 1^ somme des valenn inverses de ces 
. rayons, p. io5 

Art. IV. Du plus grand et du plus petit rayon de courbure des surfaces , p. io5 
Tbéorême. Dans une surface quelconque , le plus grçnd et le plus petit rayon 

des sections normales faites par un même point, sont précisément les n^ns 

des sections normales conjuguées orthogonales, p. toS 
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ll»« MÉMOIRE. ^^ ^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^ rayons des lignes que nous ayons nommées liffMS de 

courbure, page 106 

De ces principes , on conclut ce BEAU THÉORÈME d*EuIer : En chaquepoint (fune 

'■ surfiice, lès deux directions de plus grande et de moindre courbure sont cons^ 
icunment à angle droit , ?• i^ 

Aht/ V. Démonstration de plusieurs théorèmes d*EuIer sur h courbure des 
surfaces , p. 107 

Théorème. Si deux sections planes sont faites d angle droit suivant la mimer 
normale dune surface , en avisant tunité successivement par les deux rayons 
asculatewrs de ces sections , la somnte des deux quotients sera constante dans 
toutes les positions que pourront prendre les deuic sections normales quelconques 
( sans cesser d'être arthogotHalès ) , ^ p. 108" 

Théorème. La valeur inverse du rayon dune section normale quelconque , est 
égale à la somme deê^ateunr inverses des deux rayons de ta surface même-, 
multipliés respectivement par le quarré du cosinus de tangle que forme chaque 
direction principale - de couriwftf avec la section nomude que ton consi- 
dère f p. log à lia 
Ce théorème a coiribit Euler i la construction géométrique des rayons de 
courbure la plus simple et hc plut élégante. CVoyec la note B. ) 

Art. YL Application des théorèmes précédents à la théorie de Taction capil- 
laire, p. TIO 
^ Eiqposition des principes de cette théorie , tirft de la Mé(£ani^e Céleste y p. ri 1 

Théorème. L'action capillaire d'un ménisque sphérique , est réciproque au rayon 
de ce ménisque , - * ' p. 1 1 f 

Théorème. L'actUm capillaire dujhdde terminé par taie surface quelconque est , 
sur un point donné de la normale à cette surface , égale à la demi^omme 
des actions de deux sphères , ayant respectivement pour centre et pour rayon , 
le centre et le rayon osculateur de deux sections normales faites à angle droit 
sur la surface du fluide ( et faites par le point donné) f ' p. 1 1 5 

Donc^ si deux sphères ont respectivement pom* centre les centres de combure de^ 
la surface > et pour rayon ^ lee deux rayons oscnlatenrs , la moitié de leur action 
totale sur un point de la normale > sera précisément égale à Faction du fluide 
terminé par la surface quelconque, ' p. ii5 

Recheridhe de l'équation aux différentielles partielles du second ordre ^ qui ap^ 
partient à la sui&ce d'un fluide sollicité par Tactioa capillanre, et d'ailleurs 
an équilibre ^ p. ii5 à -iiS 
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« 

5a âbcHflsIon conduit à la démonstration de tous les phénomènes connus , sur ^i^ MÉMOIUBL 
Faction oqpillaire : enchaînement mathématique de ces diverses conséquences 
par des considérations puisées dans les propriétés de la courbure des sur-^ 
ÙLceSf p. 117 à iflo 

Art. yn. Discussion des formes de la courbure des surfaces par la considération 
des sections conjuguées , p. lai 

Aipiels caractères analytiques on pourra reconnaître si les deux courbures sont 
dirigées dans le même sens , ou dirigées en sens contraires , p. mi 

Théorème. Ou tous les rayons des sections normales dune surface sont de mime, 
signe , ce qui a lieu quand les deux courbures principales sont dirigées dans 
le même sens ; ou toute une série de sections normales ont leurs- rayons dirigés 
d'un côté du plan tangent; alors toutes les sections, normales conjuguées à celles-là 
ont leurs rayons dirigés du côté opposé: ce qui a lieu quand tes deux courbures 
pnncipcUes sont dirigées en sens contraires , p. i^ à laS 

Art. Ym. Des ombilics. — Conditions pour que tous les rayons des sections nor- 
males soient égaux en un même point > p. ia6 

Aux points ombilics , la direction des lignes de courbure se présente sous 
une forme indéterminée j et deyient ainsi susceptible d'une infinité de valeurs 
différentes^ p. ia6 

Cependant cette valeur peut n'être indéterminée qu*en apparence > et alors elle 
appartient à des ombilics d'une autre nature ^ p*. 127 

Le caractère analjrtique des ombiUcs ne saurait appartenir i un point où les 
deux courbures seraient dirigées en sens opposés, p* 197 à iflS 

Pour les ombilics de quelque genre qu'ils soient > les rayons de toutes les sections 
normales sont égaux, p. laS 

Explication d'un paradoxe analjrtique, P* ^^3 

Art. IX« Ccmditions pour qu'un rayon de courbure soit nul on infini , p. i3i 

Des surfaces dont une des courbures principales est partout nulle : ce sont les 
êuxiacea développabks , p- i?^ 

Leur équation aux différentielles partielles du second ordre , p. i32 

Théorème. Lorsqu'un des rayons de courtnire de la surface est infini, ce 

seul rayon est celui d'une section unique, coi^uguée à touies les outrés sections 

.normales, p. i33 

Au point d*une surface où les deux courbnreis sont' nulles , elle est osculée par 
un plan > et ce point est pour elle un ombilic , p* v33 
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Ulme MÉMOIRE, décomposée^ il y m aura toujours un qui présentera h^ som une forme 

rationnelle ; et ce facteur sera donné par Téquation dlIFérentielle de réquatîon 
unique des courbures égalés. — Donc alors une courbe unique représent» un 
système particulier de lignes de courbure , et qui n*a rien de commun avec les 
lignes du double système ordinaire > p. i€4 à i65 

Théorème. Zjes' chnbllîcs ùà se croisent une infinité de lignes de courbure , 
peuvent être considérés chacun comme le système de deux ombilics où il ne 
ptisserait qu'une ^Feule Kgne de côitrbure , p. 167 

Tableau général de • la fbme * des âurfaces^ pour les points où les deux couxl)ures , 
dirigées dans le mtexe sens , sont égales , p. 170 à 171 

Lia sphèrer est la seide Iratfiacé dont les deux courbures soient partout égales 

. entrVlles, p. 171 i 17s. 

' Art. y. Parallèle des résultats de l'article précédent avec les résultats déjà 

connus, P- *?' 

On fait yoir dans cet article que les caractèrâ analytiques par lesquels 

■ nous avons indiqué les points ombilics leur appartiennent dans tons les cas . 

Exemples pris sur la sphère; l'ellipsoïde et Tanneau en^ndré par le mouvez 

ment parallèle d'un cercle constant , etc.' 

Art. VI. Fonne des surfaces aux points où les deux couxburet sont égales et 
dirigées en sens opposés , * P- 187 

Pour ces points , l'indicatrice est une hypeibole équilatère , p. 188 

Théorème. Quatre plans normaux respectivement dirigés suivant les deux axes 
et les deux .asymptotes de cette hyperbole équilatère, divisent la surface ^ à partir 
immédiatement du point donné j en htUt parts égales quatre à quatre , et 
superposables deux à deux , p. 188 

Les lignes asymptotiques tracées sur les surfaces , ont partout pouf tangentes les 
asymptotes des indicatrices : leur avantage sur les lignes de courifnre , p- 189 

Théorème. Le rapport des rayons de courbure Jlune surface est exprimé par 
le cube de la tangente trigonométrique de (angle que tasynvptioU formé avec 
taxe réel de (indicatrice , P- 189 

Equation des lign«f anpaq^taitiipies « P* >90 

Théorème. Quand les deux courbures sont en sens contraires, le plan tangent 
coupe la surface suivant une courbe qui, au point de contact, a pour 
tangentes les asymptotes mimes de [indicatrice, p*' 190 

jElecherdie des lignes asjmptotifiM» des surfices duseoond degré : ot sont des lignes 

Ax>îte6^ p. 190 à jga 
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C*eât une démonstration immédiate de la géitératiDa des surfaces du second degré mm* MÉMOIRE* 

hyperboliques^ par le moyen d*une ligne droite^ p. iga 

Dans les surfaces à courbures dirigées dans le même sens» les lignes tangentes aux 

diamètres conjugués égaux sont analogues aux lignes asymptotiques , P* 193 
Recherche des lignes asymptotiques qui se croisent à angle droit, p. 19a à ig3 
Art. \I. Des surfaces dont la courbure jouit d*an caractère constant dans chacun 

de leurs points, ^ P* ^94 

Première classe. Surfaces à courbures dirige daas le mèma sens. Lemr caractère 

analytique. — De la série des points qui , sur .les aiixfaces , séparent les couxbures 

dirigées dans le ra^me sens , d'avec les courbures opposées 1 p. 194 ^ ^97 

Seconde classe. Surfaces à courbures en sens opposés: leur caractère analy^ 

tique, • . p. 198 i 199 

7>iaû/ë77ie.r/ajje. Surfaces i simple courbure,.- .. P« ^99 

Ce sont les surfaces développables , P«^99 

Examen de quelques formes particulières des sqr&ces; comment on trouve les points 

où les surfaces sont données de ces formes , P* ^^^ à aoi 

Art. YIU. Application des principes précédents à la recherche des rayons de 

courbure des surfaces du second degré , p. aoa 

.Cet article et le suivant peuvent être considérés .comme le oo]0{diément des recherches 
; de Monge, sur la courbure de Tellipsoïde, p. aoa 

.Taleur générale du rayon de cqurbpre des sudEaces du second degré ayant un 

centre, p. 9o5 

^a comparaison avec celle qu'on pourrait tirer des valeurs données par Euler, pour 

les rayons des sections normales des surfaces du second degré , p. ao5 

Les propriétés de la description des surfaces du second degré, par une droite 

mobile qui s*appuie sur trois plans directeurs, conduisent d^une manière très-simple 

et très-rapide à la valeur générale. du rayon de courbure, p. fio6 a 207 

Art. IX. Propriétés générales de la courbure des surfaces du second degré, p. so8 

Xheorême. Toutes les surfaces du second degré, qui orU, deux axes a, et h des 
X, y identiques , sont telles qu'en projetant les indicatrices de leur courbure sur 
le plan des axes identiques , ces projections soni jmreilkm^U identiques , quel 
que soit pour chaque surface ^ le troisième axe e,: ■ p* 909 

, .Théorème. Dans tous les points disne même msrhet an JMOond degr^, findi^ 
. cdtrice est elliptique, oudkest cohstammmti hyperbotique. D*où il suit que j 
• sur la même surfiice du second dègffi, Us d^iuc c^^bures sont paftqut dirigées 
^ /dans le mêm^sens, ou constamment dirigées en sens opposés , p« flPj à 910 

à6 
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in«i MÉMOIRE. ^ dernier^ cas a lieu lorsqu'un axe seulement est imaginaire , le premier a li( 

dans toutes les autres hypothèses , p. sio 

L'expression des rayons, de courbure des sinrfaces du second degré , donnée dans 
rartîcle précédent, est propre i faire connaître un grand nomt^re de propriétés 
nourelles de ces surfaces y p* sil 

Théorème. Les deux rayons de courbure ont pour moyenne propor tiq nnelle ^ 
le produit des trois demi-axes , divisé par le quarré de la distance du centre au 
point où Von considère la courbure de la surface du second degré, p. dis 

l^priétés générales qui se déduisent de ce premier théorème , p. aia i âi3 

jknalogies singulières entre le volume des surfaces du second* degré et le pcodnit 
de leurs rayons de courbure en chaque point , p. aiS 

Théorème. La somme des deux rayons de courbure ( et par conséquent aussi des 
rayons de sections normales confuguées quelconques ) est égale à la JUfférence 
des quarrés des diagonales de deux parallélépipèdes ayant respectivement pour 
arêtes les dam-axes , et les coordùnnées du point d application) cette différence 
divisée pttr la distance du centre au plan tangent en ce point, p. ^i4 

Propriétés générales^ qui se déduisent de ce théorème, p. si5 

Art. X. Noutelle méthode des tangentes , ' p. diff 

Redierche d'une médiode ind^endante des considéralioas d^infiniment petits oa 
de limites , p* A&Ç 

Théorème. On peut toujours trouver Féquation , i*. d'un système de lignes 
parmi lesquelles se trouvent comme individus t une courbe donnée quelconque et 
sa tangente en un point ; a*, dun système de surfaces parmi lesquelles se trouvait 
comme individus , une surface donnée et son plan tangent; û suffit ensuite de 
. dopner â la constante acbitraire de chaque système la yaleur qui correspond 
i la, tangente ou au plan tangent » •. P* ^^7 ^ ^^9 

Cette méthode exposée d'abord pour les lignes et les surfaces du second degré , 
dans les traités élémentaires , est susceptible de la plus grande simplicité , p. ai^ 

Idée de la marche qn*il fendrait sni?re alors , p. flflo i fldi 

NOTES PIUNCIPALES DU TROISIÈME MÉMOIRE. 

Note I qui se rapporte à la. page do8. 

Des rayons de co nrbm 'e des paraboloïdas , p- snâ 

Conmient de Féquation des sui&ces générales dn second degré j rapportées i 

leurs plans prindpanZj on peut passer immédiatement i Féquation des par- 

raboloides^ p. saâ 
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Par le même moyen , on passe aussi directement de l'expression du rayon de ^^ MÉMOIRE. 
courbure des surfaces du second degré ^ quelconques , à ceHe du rayon des para- 
boloïdes. — Identité de ce résultat avec celui fourni par la voie directe , p. aa3 

Propriétés des paraboloïdes y relatives i leur contbure , p. 22^ 

Note II qui se rapporte à la page aog. 

De l'indicatrice des paraboloïdes , . " p. aaS 

Premier, théorème. Dcms un paraBpldide du second degré quelconque, les inr' 
dicatrices* dé la courbure se projettent toutes sur un plan perpendiculaire a taxe « 
suiyant des courbes semblables et semblablement placées , c'esP-àrdire , qui onf 
leurs lignes homologues parallèles , p. am 

Second théorème. Toutes les courbes planes qu'on peut concevoir tracées sur 
un de ces paraboloides , projetées parallèlement à Boxe , sur un plan quel-- 
conque , sont des courbes semblables et semblablement placées sur ce plan, p. ^aS 

SUPPLÉMENT ,r N 

AU PARACRAPRE PREMIER DU SECOND VÉMOIRE , ARTICLE IT , FACE 83^' 

Oscillation des courbes tracées, sur des si{rfaces qui sont en 

contact suiçant ime ligne quelconque j Mui 

Théorème. Lorsque deux sujfaces ont dans toute l'étendue dune ligne eoatbe'wi 

• contact de lordre m , tout pian tangent à cette courbe , elt qui coupe les deiii 

surfbces , y produit deux sections qui n'ont pas seulement entr'elles un contact 

' immédiatement supérieur à M, mais immédiatement supérieur au double 

' de m^ p. 2ia6 

Ainsi tout plan tangent à la courbe Binvant laquelle deux sur&ces ont on contact 

du premier ordre , les coupe suivant deux* ligues qm cnt entr^elles on contact 

dn troisiètne ordre , • P- ^^ 

Klals si le plan coupan1?6Bt oacnlateur dé la courbe snivant laquelle deiix surfaces 

ont entr*elle8 seulement un contact du premier ordre ^ ce plan les coupe suivant 

deux lignea qui ont antr'elles ua contact du cirufuième ordre ^ . p. aSo 

Théorème général démontré par la méthode des Fonctions Ànal3rtiqnes. 

lorsque deux surfaces ont dans toute Tétendùè ^une ligne courbe un contact 

de tordre m^ et quune troisième surface qui les coupe ^ a pourtant' avec leur 

eourbe de contact un rapprochement de tordre n en ûh point , en ce métné 

point les sections faites dans les ' deux premières ' suif aces par la troàlème, 

'* vnt ent/elles un contact détordre (m + i ) (n + i ) — !> p. »5i à a3fi 



IV» MÉMOIBE. 
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SECONDE SECTION. 

m 

D£ LA COURBURE CONSIDÉRÉE SUR TOUTE L'ÉTENDUE DES SURFACES , p. 2l33 

QUATRIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE PURE. 

J V. Propriétés générales des surfaces trajectoires ortfaogonaiesi relatives à là 

courbure des surfaces^ p. qS^ 

Considérations générales , p. a34 i ^^38 

Théorème fondamental sur les surfaces trajectoires orthogonales. Si trois 

. séries de surfaces sont telles que les surfaces de chaque série coupent partout 

. à angle droit celles des deux autres séries , chaque courbe dintersection est 

à la fois une ligne de courbure pour les deux surfaces de différentes '•séries 

dont elle est l'intersection , p. aS^ 

Utilké de ce principe : sa démonstratiQja , ' p. ùjÇo à su{ss 

Le paragraphe suivant roule sur l'examen des grandeurs graphiques singulières 

^ offertes par le système des surfaces trajectoires orthogonales ,' p. 5i43 

% n. Discussion générale des systèmes de surfaces trajectoires orthogonales. Des 

tropiques et des tropéides ; leur dé&nition ^ p. aup 

Des tropiques et des tropéides d'un système de ^courbes tracées sur une série^do 

surfaces^ p. si44 

Théorème. Les tropiques peuvent toujours être, considérés comme les iiUerséc^ 

• tions successives de ces lignes; et les tropéides comme les intersections succès^ 

sives des surfaces , p.*a44 

Des deux surfaces txxipéïdes d'une série de surfaces > figurées par des sjrstémea de 

r courbes tracées sur les surfaces de la série , p. 044 -^ ^^ 

Arête de rebroussement des surfaces trajectoires orthogonale» (8^}^ (St)> (S^) , p. : s^ 

Théorème. Les tropiques de chaque (S|) , les tropiques de chaque (S.) ,. ei les 

'■ intersections des surfaces (S,) avec les (S^ , forment sur la tropfide [f^i], un 

système de courbes érthotomiques ou trajectoires orlhogonaks , p. suSfi à a^J 

Des trois surfaces tropéides f^] , [>J / M > d'un système complet àe surfaces 

trajectoires orthogonales ^, c*e8t--i-dire^ offrant trois séries diatincta âesurfiunes 

tr^cctoîres (S.) , (S^, (S^, p. «47 

Des lignes hypertroiAques : leur définition , ' P* M^ 

Tbéorème. las lignes hypertrùpique^ swt à la fois Us tropiques des tropiques 
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des (S,) , (Sa) , (S3) , et les communes intersections des surfaces trap^ides [rj , |y„. MÉMOIRE: 
" C'»D> [fiif pi^^es deux à deuxy • ^ '' 

Des points hypertropîques. Formes remarquables des surfaces en ces points ^ p. a4i9 
Des poiAts remarquables où la forme des surfaces est semblable à celle ofFerte 
par le cône > i partir du sommet , - p* 2149 

Des ombilics. — Première espèce. Sont aussi des points bypertropiques> p. fi5o à d5& 
'Seconde espèce. Fonne des courbes trajectoires , à partir de ce point , p. 25a à a53 
Sont aussi des^ points* hypertropîques , P* ^4 

Théorème. Si les lignes trajectoires d'un même groupe de surfaces trajéàtohes 
•' orthogonales , perdent leur courbure en atteignant leurs tropiques respectifs i 

• chacun de ces tropiques sera la ligne la plus courte qu'on puisse mener entre 
deux quelconques de ses points sur la surface tropéïde qui le contient , p. a55 

Du système 'd*orthotomides ou de sur£Eu:es trajectoires orthogonales ^ lorsque deux 

groupes de sqrfaces j deviennent déyelc)pp|ables , p. a55 i à5S 

.TbEORÊME. Une surface trajectoire quelconque (S,) étajii donnée , il est toujours 
: possible de concevoir un système de traje<ftoires orthogonales > composé de la 
'. manière saillante» 

Premier groupe. La surface (S,) et toutes celles (S,Y, (Sy, (S,)^. . . . qu'on fir^ 
' mera par un accroissement ou par un décroissement uniforme de tordes les 
. normales de (S,). ' - • . 

Second et troisième groupes. Zjes surfaces^développablès des -normales à (S,)r. 
Ce système particulier conduit . à la tbéorie générale des lignes de courbure des 

sur&ces > ^ p. a56 

Translation 8es propriétés des surfaces trajectoires ordiogonales , à la courbure des 

surfaces quelconques ^ p. a57 i ii5g 

Grandeurs graphiques shigulières offertes par la courbuiB des surfaces » p. aS} 
Seconde simplification du système général d'orthotomides* Théorie fde la cour-f 
I bure des lignes combes , • P* ^^ 

Des deux courbures d'une ligne courbe , p; si6a 

Nécessité^ ayantages de leur détermination, p. a6a à d63 

fidles des lignes de courbure sorU covnpleÈtement données. par notre système général 

de surfaces orthotomides ou trajectoires orthogonales , * P- ^4 

S m. Applicatioii des propriétés des surfaces trajectoires; orthogonales , i la re^ 

• cherche des lignes de couibure des surfaces en général , et particulièrement des 
' surfaces du second degré, ' p. 064 

•ptilité de ce système dans la rechendie dso ligp»p9 dp. çovibur^dM'^msffc^ r i V-^ ffi^ 
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fV» MÉMOHIE, Exemple offert par les snifacea du second degré , p. s65 

Recherche des surfaces trajectoires propres à couper partout , à angle droite une 

surface générale du second degré. — La surface du premier deg^é , le plan ne 

peut pas être une telle trajectoire , . p. aSS 

Orthotomie de deux surfaces du second degré , p. aÇG 

Théorème. Si deux surfaces ' du second degré ayant mêmes plans principaux , 

se coupent à angle droit en un certain point, lorsqu'on prendra la somme des 

*quarrés du rapport de chaque ordonnée de ce point au produit des demi'-axe9 

parallèles à la même ordonnée , cette somme sera nulle , p. nBj 

Théorème. Oii peut toujours trouver un cône du second degré , symétrique 
par rapport aux mêmes plans principaux , et dont les coordonnées pour chaque 
'point satisfassent à cette dernière condition , ' P* 9^7 

Théorème. Deux surfaces du second degré se couperont à angle droit^ dans 

' toute tétehdue de leur intersection , si seulement leurs sections principales se 

coupent à angle droit , • p. -1168 

Formation du système général d*6rtIiotomides du second degré, p. 968 

Théorème. Pour que deux surfaces du second degré (S,) , (20 se coupent partout 

à angle droit , // faut que leurs sections principales correspondantes aient 

les mêmes foyers, p- sBg 

Théorème. Quand deux surfaces du second degré ayant mêmes plans princir* 

poux, ont les quarrés de leurs axes correspondants équidifférents , ces deux 

surfaces se coupent i angle droit dans toute l étendue de leur commune in^ 

terséction , -0 p. »6g 

Discussion du système général de surfaces trajectoires orthogonales du second 

degré, p. «69 

Premier groupe. Ellipsoïdes : ils remplissent tout Tespace de leurs points , p. 9S9 

Ellipse limilie : dans le plan des grandes sections principales , p. 970 

Second groupe. Hyperboloïdes'hj^erboliqnes. Us remplissent tout Tespace de leurs 

points , p. 970 

Hyperbole limite : dans le plan des moyennes sections principales , p. 970 

Troisième groupe. Hyperbbloïdes elliptiques. Ils remplissent totrt Tespacé de* leuré 

points, p. 070 

Discussion des lignes de courbure des surfaces du second degr4> p- ^7* 

Comment et jusqu'à qfael point notre système de Surfaces trÀjectbires orthogonales 

earacténse et décompose la courbure des surfaces du second degré ," p. «Jf 1 

THfioaÊMB* Les projetiienrdes lignes Je courbure des "surfiieee du second degré / 



DES MATIÈRES, 56? 

sur les plans principaux , sont des courbes du second degré, dont les axes'pf^ MÉMOffiEi 
sont placés sur les axes mêmes de la surface ^ p. 227^ 

Projections des lignes trajectoires orthotomiques ^ ou lignes de courbure des sur-^ 
faces du second degré ^ p. 071 à a^jS 

Théorème. Dans le système général de surfaces trajectoires orthogonales du second 
degré , les lignes de courbure communes aux surfaces de deux genres diff^renit) 
projetées sur les plans principaux , sont des ellipses ou des hyperboles, sjd^ 
vant que les sections principales correspondantes des surfaces du tmsi^me 
genre sont au contraire des hyperboles ou des ellipses , p. 2j5 à 974 

Premier groupe d*ortliotomiques ou lignes de courbure communes à rellipsoïda 
et à rbjrperboloïde hyperbolique *, leurs projections sur les plans des grande « 
moyenne 6t petite sections principales , sont des ellipses » des ellipses ^ des 
hyperboles , p. ^SàjS 

Second groupe , ou lignes de courbure commune à Tellipsoïde et à rhjrperboloïde 
elliptique. Leurs projections sur les plans des grande , moyenne et petite sec- 
tions principales , sont des hyperboles , des ellipses , des ellipses. p. ayS 
Troisième groupe ou lignes de courbure communes aux deux hyperboloïdes. Leurs 
projections' sur les plans des grande^ moyemie et petite sections principales , sont 
toutes des hyperboles , • p. 378 
Tableau général de la forme des «projections des lignes de courbure des surfaces 
du second degré , p. 2276 
Des courbes limites des trois groupes de surfaces et de leurs lignes de courbure^ p. ajj 
Ellipse limite. Elle est le lieu des ombilics de tous les hyperboloïdes ellip-* 
tiques, p. 1177 ^ ^7^ 
Hyperbole limite. Elle est le lieu des ombilics de tous les ellipsdides , p. 279 
Relations des deux courbes limites , placées dans des plans perpendiculaires > p. fi8o 
Théorème. Tous les ombilics des ellipsoïdes sont autant de foyers de la courbe 
lieu des ombilics des. hyperboloïdes à deux nappes , et réciproquement, — Aufres 
propriétés^ p. flSo 
Moyen de trouver immédiatement les ombilics des surfaces du second degré^ p. a8i 
Système général d'orthotomides paraboldides. Leurs ombilics, p. a8i 
Tableau général de la forme des projections des lignes de courbure des paraboloïdes, 

p. ùBû 

m 

Analogies singulières entre lerlignes de courbure des surfaces du second degré et les 
foyers des sections principales, :>« p* d^ 

don des aurfacea du second degré ef^de leurs lignes de oouibore > par' un 
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IV«« MÉMOIRE, mouvement contmii , p. a84 

Théorème. Lorsqu'une droite mobile s'appuie par trois points fixes sur trois 

' plans principàiu: , thacun de ses. points décrit toute une surface du second 

degré, p. a84 

Théorème., Zior^fu^ le point générateur , au lieu de décrire toute ta surface, ne 

« décrit plus qu'une de ses lignés de courbure , la droite mobile trace en même 

' temps sur chaque plan principal une courbe du second degré ayant pour axes les 

' axes mêmes de' la surface, p. aS5 

Ces traces de la droite mobile peuvent elles-mêmes être décrites par des 

droites secondaires. 

Appareil pour la description des lignes de courbure , p. a86 

Dans la recherche des lignes de courbure , le système général d'prthotomides ou 

' surfaces trajectoires orthogonales à double courbure , est souvent préférable à 

^ celui des développabhes des normales^ p. 287 

Conclusion de ce Mémoire. — Emploi qu'il faudra faire du! système général des 

trajectoires orthogonales , a88 à J390 

NOTES PRINCIPALES DU QUATRIÈME MÉMOIRE. 

Note I qui se rapporte à la page a3^ 

Idées sur la nomenclature géométrique. — Incohérence des expressions reçues. 

' *— Leur complication pour exprimer les objets que la géométrie descriptive 

• considère.— • Dénominations- nouvelles.— -Il est à désirer , si elles ne sont pas 
adoptées , qu'elles attirent au moins Tattention des géomètres vers un objet si 
intéressant^ p. agi à 2922 

Note II qui se rapporte à la page n^^* 

Théorème. L'angle de deux plans étant droit , un troisième plan qui les coupe 
chacun sous un angle droit , à un iriflniment petit du premier ordre près t 
marque sur eux deux traces qui font entr'elles un angle droit , â un infini-^ 
ment petit du second ordre près , p* . BQ^ 

Note III qui se rapporte à la page 367. 

p)nditions pour que deux plans tangéhts ^ et par conséqujent deux.surfaces /se 
coupent à angle xiroit en un point donné , , ' - P* ^^9? 

Ce que c*eiit que les soutangentes des plans tangents , p* ^9? 

Théorème. Deux plans se coupent â angle droit lorsque la somme des produits 

' deux à deux des valeurs inverses de leurs soutangerUes correspondantes, est 
nulle , PV'^ 
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TfiÉORÊAB. La somme des produits, deuxàdeux, des valeurs inverses des sautant ^^^^ MÉMOIRE. 

gentes correspondantes ^ divisée par k produit des deux droites ayant respective 
' ment ces valeurs inverses pour projections ; ce quotient , àk^, est précisément égal 

à ce quonappelk le cosinus de l'angle firme par les deux plans , p. agS 
NoTB IV q|iii se rapporte aux pagei aSi ft o8b. 
Détarmination dee ottlrilics de» saxfttowâaeeoomàiegté, réduit» à sa plna simple 

eipresiioB. 

CINQUIÈME MÉMOIRE. — GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Théorie des sur/aces trajectoires orthogonales, appliquée à la 

détermination des lignes de courbure. 

i S ^'^' ^^ BVRFàCBS TRAJECTOIltES ORTHOGONALES DU SECOUD DEGRÉ. 

Art. I*^. Déterminer les conditions qui rendent denx surfaces du second degré , 
tn^ectoiiKs orthogonale réciproques 1 p» agS 

Première méthode. On retroitt« ici , par rânal3rBe , les conditions auxquelles 
nous avons vu qu'il fallait satisfaire ^ parla méthode géométrique du Mémoire 
précédent. 

Seconde méthode plus rapide et plus simple ^ p. 3oi 

Art. n. ThéoR&ME. L'intersection de deux surfaces du second degrés trajectoires 

réciproques orthogonales ^ est précisément pour F une et pour loutre, une des 

lignes Je leur courbure , p. 3o3 

Art. ni. Identité des équadona nouyellc^s dea lignes de courbure de» surfaces dn 

second degré, avec celles trouvées par Monge , p. 3p5 

Art. ly. Système général des surfaces trajectoires orthogonales réciproques du 

second degré , p* 3o8 

Transformations successives de Téquation de ce système pour produire celles des 

trois genres particuliers , ellipsoïdes , hyperboloïdes hyperboliques , hjrperboloïdes 

elliptiques^ qui se traversent constamment i angle droit. —Equations deTellipse 

et de Thypeibole limites ^ p. Sog à 3i4 

L'avantage de ce système est de faire connaître à la fois tout ce qui peut être 

relatif aux lignes de courbure des trois gemmes de Bxxxfêsea du second degré , 
. lorsqu'on cherche seulement les lignes de couibore d'une seule surface de ce 

degfé. 

Art. y. Du système des surfaces paraboloïdes trajectoires orthogonales , P* Si^ 

47 
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V»« MJblMOlRE. ^ai^ctère géométrique des paràboloïdes elliptiques et hyperboliques > relativement 

> aux foyers des sections principales ^ p. 3i5 

Recherche des conditions analytiques qui doivent avoir lieu pour que deux parabo- 
; loïdes se coupent partout à angle droite p. 3i5 à Si/ 

Théorème. Cette condition exprimée en Géométrie ^ est que les swfaces para^ 
. bolpïdes trajectoires orthogtxnaies ont constamment mêmes foyers pour leurs 
sections principales correspondantes; et cette condition sijffit toujours à lortho^ 

m 

gonalité des intersections^ P* 3i7 

Transformations successives' de Féquatioil générale du système des paràboloïdes, 

pour produire les trob groupes de paràboloïdes qui se coupent à angle droit. 

— Équations des para&oles limites, p. 3i8 à 3ao 

T /avantage de ce'systèmef est de faire connaître à la fois tout ce qui peut être relatif 

aux lignes de courbure des deux genres de surfaces paroboloïdes du second degré, 

lorsqu'on cherche seulement les lignes de courbure d'une seule paraboloïde j p. 3âi 

■t 

S 11. Des surfaces trajectoires orthogonales d'un pegaé et d'une 

FOAMB QUELCONQUES. 

Art. I«'. Des conditions d'orthogonalité ou Jorthotomîe , exprimées par des équa-* 
tions aux différentielles partielles du premier ordre, p« 3a2 

Comment on peut exprimer analytiquement que trois séries de surfaces dépendant 
chacune d'un paramètre arbitraire , sont telles que chaque surface d'une séné est 
partout coupée à anf^le droit par les surfaces des deux autres séries , p. 3a5 

Équations (III) aux dîiFerentîelles partielles du premier ordre ^ qui expriment cette 
condition. 3a4 

Théorème. On peut concevoir une infinité de systèmes composés de trois séries 
de lignes trajectoires orthogonales ; et tels qu'à partir de chaque point d'un de 
ces systèmes, si l'on conçoit i^, les trois lignes trajectoires passant par ce point ^ 
fi**, toutes les autres lignes trajectoires qui les rencontrent, on va former ainsi 
trois surfaces qui se couperont à angle droit au point que l'on considère.; mais 
qui, à une distance finie de ce point , ne se couperont plus à angle droit, p. 3a5 

Par -conséquent , pour toutes ces surfaces ^ les équations di{férentielle9 du 
premier ordre (III) pourront êti;e satisfaites > sans que la condition d'ordiogo-* 
iialité qu'elles expriment ait lieu pour les intersections' des surfaces trajectoires , 
au-delà du point où l'on s'était placé sur trois surfaces à angle droit : c'est 
dope l'extension de cette condition d'orthogonalité, aux, points auivans^ qu*il 
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s*agit d'exprimer \ et c'est à quoi nous parvenons par le moyen des équations ymt MEMOIRE, 
aux difFérentîelles partielles du second ordre. 

Art. U. Des conditions d*orthogonalité ou d'orthotomie ^ exprimées pat des équa-* 

. tions aux différentielles partielles du second ordre , p. 3aS 

Comment on exprime qu'en s^avançant infiniment peu snr la iiormale d'une surface 
de la première série ^ par exemple ^ les deux surfaces de l'autre série^ qui passent 
par le point que l'on considère , se coupent toujours à angle droit ^ p. 3a6; à 3227 

En marchant ainsi successivement sur les trois normales aux trois surfaces qui se 
croisent à angle droit en un même point > on obtient trois équations aux différen- 
tielles partielles du second ordre. Or^ la coexistence de ces trois équation^ exige 
que cliacnne se décompose en deux parties ; et les nouvelles équations qu'on ob- 
tient ainsi , au moyen d'une jimple transformation ^ sont précisément les équations 
aux tangentes conjuguées des trob surfaces \ mais, comme les surfaces sont suppo- 
sées se couper à angle droit', ces tangentes conjuguées sont orthogonales , et par 
conséquent elles appartiennent aux lignes de courbure respectives des surfaces 
trgjectoires orthogonales , p. 3^7 à 33o 

De là résulte la démonstration analytique dix théorème énoncé d^ns le Mémoire 
précédent 9 p. 33o 

Art. in. Des surfaces développables trajectoires orthogonales des surfaces quel- 
conques, p. 33q 

Théorème. Quels que soient les systèmes de trajectoires orthogonales dans les-- 
quels entre une surface donnée, toutes les courbes de trajection tracées sur elle 
par les surfaces des deux groupes étrangers à celui qui la contient; ces courbes, 
disons-nous , sont constamment les mêmes , et par conséquent elles ne dépendent 
que de la nature de la surface donnée , p. 33i 

Théorème. Si les surfaces d'un des groupes sont développables , et c'est ce qu'on 
peut toujours supposer, les surfaces d'un second groupe sont aussi développables , 
^t elles se coupent à angle droit , suivant les normales des surfaces du troisième 
groupe, p.' 33i à 533 ^ 

D'après ces résultats , il serait facile de déduire toute la théorie des lignes de cour- 
bure, comme une simple conséquence, du théorème général qui sert de base à 
cette seconde section , p. 333 

Le système complet de trois séries de surfaces trajectoires orthogonales ne fait pas 
seiilement connaître les rayons de courbure de la surface , il fait connaître les 
deux courbures de chaque ligne de courbure. — Utilité de cette connaissance , 

. p. 333 à 334 
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y^ MÉMOmE. NOTES PRINCIPALES DU ONQUIÉME MÉMODUB. 

Note I qui se rapporte à la, page 3o8. 

Propriétés des lignes de couxfaure des surfiKM du second degré par rapport à leur 
projection sur ks plans priac^aux. De la projection de ces lignés de conimre en 
général, p. 335 

Théorème. Pour une sw^fkcedu second degré quelconque, chaque ligne de cour^ 
bure, prcjetée sur un plan principal, est la section principale ou /a base dune 
nouvelle surface du second degré telle que toutes ses lignes de courbure ont pour 
projection, sur le même plan principal, la projection même des lignes de courbure 
de la première surface , 

Ce premier théorème est analjrtiqœment démontré par ce second théorème généra-^ 
lement applicable a toutes les surfaces du second degré : 

Théorème. L'équation qui fût connaître les axes des lignes de covarbure projetées 
sur le plan principal desx, j, est identique avec F équation qui fait connaître 
les axes x et y des surfaces du second degré auxquelles ces mêmes projetions 
appartiennent, p. 33/ 

Ces propriétés des surfaces du second ûegcé sont liées i des propriétés de l'étendue 
plus générales, p. 33/ 

Théorème. Lorsqu'on se donne sur un plan les projections des lignes de courbure 
d'une surface , si l'on se dorme en outre un seul point de la surface inconnue , et 
une droite tangente en ce point à la surface , elle est entièrement détermina , p. 338 

Note n qui se rapporte à Vart. IV. 

De la génération des lignes de courbure des surfaces du second degré par un 
mouvement continu , p ^g 

Démonstration analytique de la génération des surfaces de ce degré » énoncée 
page 3a > premier Mémoire^ et page a84 quatrième Mémoire. Dans le cas où 
les trois plans directeurs se coupent à angle droite et sont pris pour plans 
coordonnés , p* SSg i 34o 

Théorème. Quand le point générateur décrit sur la surface une courbe qui, pnn 
jetée sur un plan principal^ est une courbe du second degré symétru/ue par 
rapport aux axes de la surface, la droite mobile qui dirige ce point générateur 
trace sur le même plan principal , une courbe aussi du second degré, et pareille^ 
ment symétrique par rapport aux axes de la surface, p- 3<(i 

Théorème. Telle doit donc être la trace de la droite mobile sur chaque plan 
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principal, lorsque le point générateur décrit une ligne de conrbnre de la surface -.^^ mémo ike, 
du second degré» 

Démonstration générale de la description des snrfaces du second degré par le 
moyen d'une droite mobile dont trois points fixes s*appuient sur trois plans queir* 
conques j . . ^ p* 94a 

Théorème. Pour une seule et même surface du second degré , il existe toujours 
une infinité de ces systèmes dé plans directeurs à Caide desquels la surface 
peut être décrit^ par un point convenablement placé sur la droite mobile dont 
ils dirigent le mowement, p. 34s à 346 
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Pag. i3 , lîg. 94 > ajoutez fig. 5. 

19 i5 f à un plan, lisez À une droite, 

a3 3o , /uP» , /«5ea /u^Pf^. 

a4 3f I en P, aa plan P , /i«. à P, an plan (H). 

d6 14 , nonnales , ajoutez 00 non. 

41 ao , à P y lisez k p, 

61 .18, Ct, /if. CT. 

6|9 art II, fig. 1 , n»* Mëmoix«. 

79, 4 «'5, — h ,'¥• hf lisez -f-fc , — /i. 

89 39 , Z , lisez <iZ. 

97 i3 , 3« — a«, /ûc« !«' — a«. 

99 18, 1 — ;>"+9«,lisczi+;>«-+-^'. 

io3 a5 ,. dcnom. #-t-«-|«, <-»-*ff /i#.r-H+, r-Hf . 

104 10 , «t./.«t>.../.a3. — i'«), lisez— O** 

io5 aa , An. V, lisez IV. 
ii5 5, somme y /à. demi-somme. 

ia6 a3 , i -»- ^*» lisez i -•- <7«. 
ia8 5 , i+p»: i-<»<7*, lisez I -+-9»: t-hp*, 

i35 14 ,(),/«.[].. . Art. VU, /«ex VIU- 

i{i a3 j la Tiilear,/ûez Faction. 1 



169 ' 3 , les lig. aj. de ^ an lien des lig. de <. 

174 8 , ABC , /iie^4BG. 

176 25 , -f.(A— D),/iMs-^(A— D). 

184 9 t se pliera sur, lisez touchera d^abor^- 

191 aa , y, lisez y. 

198 16 y int^rale, aj. ioas fonne explicite. - 
ao4 3 , ^pqSfUseZ'-^^tpqs. 
ao7 a , f*y liiez «*. 

ai8 17 , f (x, 7-, »),/«€« f(x,j^,«,«) = o. 

aai 9 , seS| lisez les. 

Af. i5 , de la courbe, aj, d'inteneetioa. 

a37 4 9 liCpA^f ii*' signes : atteindra , 4/. n*. 

a43 a4 , lisez Eii^, EYt "E', EVi^'. 

^4? 4 » projections, lisez trajectoires. a48, aj. 

fig. 6. 

a54 3o, (i, 3) , lisez [i , 3]. 

a56 ao , (S.)", fS^r, Usez (S,)", (S.r* 

a59 i5 , [rj] , lisez [r.]. 

394 a9 , la somme des, aj. prodoiudes 
3o8 Art. V, lisez IV, 

3i8 a4 , A, A, lisez A\A\ 
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Pag. i3 , lig. a4 9 ajoutez fig. 5. 

jg i5 , à un fi/a/iy lisez à wte droite, 

a3 3o y ^Pv y /f5ez /u^Pv/< 

a4 3f , en F, aa plan P , /û. à P, an plan (H). 

d6 14, normales y ajoutez 00 non. 

4i ao , à Py lisez à fi. 

61 18, C(, /û. CT. 

^ art. II, flg. I , II»« Mémoire. 

7» a8 , -h ;(t, Umz -+- ;t'. 

79, 4^(5» — ^ » ■+" ^f !»•« "f*^ > — *• 

89 ag , Z , lisez <iZ. 

97 i3 , 3« — a«, lisez i«r — a». 

99 18, I — f>•-f-7^1i««I+f'"•♦■<7'• 
lo3 a5 ,. dénom. #-«-<^ «-»-#ff lu^t^'^f M^p, 
104 10 , «t./.«t».../.a3.—«'«), lisez— O*' 
io5 aa y Art. V^ lisez IV. 
1 15 5 , somme , lis. demi-somme. 
ia6 a3 , I -♦• q\ Usez i •♦- q*. 
ia8 5 , i-fp*: i-K^jr*, lisez i-+-7«: i-+-p". 
i35 14 ,(),/«.[].. . Art. VU, /âe« VIU. 
ifi 93 j la T^ear^/Me^raction. I 



169 ' 3 , les lig. aj. de ^ an lien des lig. de <. 

174 8 , ABCi /ûes: 4BG. 

176 i5 , -f.(A— D), /«M— (A— D). 

184 9 > M pliera sur, lisez louchera d^abor^* 

191 aa , y, lisez jr. 

198 16 9 înt^rale, aj. foos forme expUâte. - 

ao4 3 , ^tpqs, iitei — ^ 9^^« 

ao7 a y f *y lisez «*. 

ai8 17 , p(x,f,z), lisez p(x,x,z,m) = o. 

aai 9 f ses, /ûes les. 

Id. i5 , de la courbe , aj, d'intersection. 

a37 4 y lig'^^* '^* *ip>^^ ^ atteindra , aj. n*. 

a43 a4 , lisez Eti^, EViTE', EVt-ïT. 
^4? 4 > projections, /we« trajectoires. a4^, aj. 

fig.6. 

a54 3o, (i,3), lisez [i , 3]. 

a56 ao , (S.)*, rSî)", /«#« (S,)', (S.r. 

a59 i5 , [rj], /ûez [r.]. 

394 39 , la somme des, a;, produits dm 
3o8 Art. V, lisez IV, 

3i8 ai , A, A, lisez A%A\ 
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